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本 书 是 在 1996 年 出 版 的 第 6 版 的 基础 上 进行 修订 的 ， 与 前 几 版 相同 ， 这 一 
版 仍 是 作为 复 变 函数 理论 及 应 用 这 一 基础 课 的 教材 ， 可 供 一 个 学 期 使 用 ， 它 保持 
了 以 前 版 本 的 基本 内 容 及 风格 . 本 书 的 前 两 版 是 由 已 故 的 Ruel У. Churchill 教 
授 单独 完成 的 . : 

在 这 一 版 中 ， 最 大 的 改动 在 前 九 章 ， 这 些 内 容 是 作为 一 学 期 课程 的 核心 内 容 . 
其 余 的 三 章 是 关于 物理 应 用 的 ， 可 以 选取 一 部 分 作为 课程 内 容 ， 但 主要 由 学 生 自学 
或 查阅 . 

与 第 6 版 相 比 ， 这 一 版 增加 了 30 个 新 图 形 ; 重新 绘制 了 部 分 插图 . 为 强调 
其 些 专题 ， 将 某 些 节 进 一 步 拆 分 成 了 小 节 ， 并 专门 为 讲解 例子 增添 了 很 多 新 的 小 
节 . 对 那些 可 以 略 过 但 不 会 因此 脱节 的 节 次 标明 得 更 清楚 ， 从 而 可 选择 那些 最 基 
本 的 内 容 作 为 初次 接触 这 门 课 的 教学 内 容 . 在 整 本 书 中 ， 练 习 比 第 1 版 中 出 现 得 
更 加 频繁 . 但 每 个 练习 的 数量 也 因此 变 少 ， 更 便于 教师 布置 作业 . 

这 一 版 的 另 一 改进 在 于 对 第 2 章 中 关于 映射 的 介绍 进行 了 简化 ， 并 引入 了 指 
数 函 数 的 映射 性 质 . 为 了 使 内 容 更 连贯 ， 对 第 3 章 初等 函数 中 的 小 节 进 行 了 重新 
安排 . 例如 ， 将 对 数 一 节 直接 放 到 了 指数 函数 后 ， 将 三 角 函 数 和 双 曲 函数 的 节 次 
与 关于 它们 的 反 函 数 的 节 次 相 邻 . 根据 过 去 几 年 中 使 用 这 本 书 的 一 些 读者 的 意 
见 ， 我 们 将 练习 中 的 一 些 重要 材料 放 人 了 正文 中 . 例如 ,第 6 MT HT Ну 
孤立 零点 及 第 7 章 中 关于 沿 不 规则 路 径 积 分 的 讨论 . 

本 书 的 第 一 个 目标 是 详细 阐述 在 应 用 中 占 重要 地 位 的 理论 部 分 ， 第 二 个 目标 
是 介绍 留 数 和 保 形 映射 的 应 用 ， 特 别 强调 了 保 形 映射 在 解决 热传导 、 电 位 及 流体 
问题 而 涉及 的 边 值 问题 中 的 作用 . 因此 这 本 书 可 看 作 是 作者 另 一 著作 Fourier 
Series and Boundary Value Problems 及 Ruel V. Churchill 的 Operational 
Mathematics 的 姊妹 篇 ， 在 这 两 本 书 中 阅 述 了 解决 偏 微分 方程 边 值 问题 的 其 他 经 
典 方法 . 后 者 也 包括 与 拉 普 拉 斯 变换 相关 的 留 数 的 进一步 应 用 . 

本 书 在 密 软 根 大 学 作为 一 学 期 每 周 3 课时 的 课程 的 教材 使 用 过 很 多 年 ， 使 用 
者 主要 是 数学 、 工 程 或 物理 学 的 高 年 级 学 生 和 研究 生 . 在 学 习 这 门 课 以 前 ， 他 们 
都 学 习 过 三 学 期 的 微 积分 课程 及 一 学 期 的 常 微分 课程 ， 有 的 还 学 习 了 高 等 微 积 分 
课程 . 为 了 适应 尽 可 能 多 的 读者 ， 在 需要 查阅 微 积分 中 结果 的 证 明 及 应 用 的 地 方 
都 给 出 了 脚注 . 这 本 书 的 一 些 材 料 在 课堂 上 无 法 讲授 ,可 留 给 学 生 自学 . 如果 初 
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等 函数 的 映射 及 保 形 映射 的 应 用 需要 在 课堂 上 提早 讲述 ， 那 么 可 以 在 讲 完 第 3 章 
初等 函数 后 就 直接 讲述 第 8、9、10 章 . 
大 多 数 的 基本 结果 被 列 为 定理 或 推论 ， 在 后 面 有 例子 和 练习 对 这 些 结果 做 进 


一 步 的 说 明 . 在 附录 A 的 参考 文献 中 给 出 了 进一步 研究 的 材料 ， 附 录 B 中 列 出 


了 在 应 用 中 非常 有 用 的 保 形 映射 图 清单 . 

在 本 版 的 修订 过 程 中 ， 感 谢 许 多 人 提供 的 支持 和 帮助 ， 其 中 包括 我 的 家 人 、 
同事 和 学 生 ， 他 们 是 Jacqueline В. Brown, Ronald Р. Morash, Margret Н. 
Hoft, Sandra М. Weber, Joyce A. Moss, КН ЖЖ ДНИ 
Robert Е. Ross 和 Michelle D. Munn. 
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第 1 章 Z 数 


在 本 章 中 ， 我 们 将 全 面 论述 复数 系 的 代数 和 几何 结构 .我 们 假设 实数 的 各 个 对 应 性 质 是 已 
知 的 . 


1 加 法 与 乘积 


复数 可 定义 为 一 有 序 实数 对 (zr，y)， 正 如 实数 zx 可 认为 是 实 轴 上 的 点 一 样 ， 复 数 (z，y) 
可 解释 为 复 平 面 中 的 点 ， 其 直角 坐标 为 x 和 yy。 З х 看 作 实 轴 上 的 点 (zx，0) 时 ， 则 实数 集 
是 复数 集 的 一 个 子 集 .、 形 如 (0，y) 的 复数 对 应 于 y 轴 上 的 点 ， 称 为 纯 虚 数 ; Ky 轴 为 虚 轴 . 
习惯 上 用 = 表示 复数 (zx，y) ， 因 而 | 
z= (х,у). (1) 
工 和 y， 分 别称 为 复数 z 的 实 部 和 虚 部 ， 记 作 
Ке 2 = х, Imz=y, | (2) 
ат, W= ，y%) 相 等 ， 是 指 它们 的 实 部 与 实 部 相等 ， 虚 部 与 虚 部 相等 ， 于 是 
z =z: 是 指 z 和 zz 对 应 复 平面 (或 = 平面 ?中 相同 的 点 . 
两 复数 zı = (т, M ) 和 z: = (x: 9 У) I Aa zitz URRE 21% 定义 如 下 : 
(х3) + (ду) = (Xi 二 Toy у), (3) 
(хуу) (2:55) 一 (zizs 一 yyayyirs Б уг). (4) 
注意 当 限 制 到 实数 时 ， 由 方程 (3) 和 (4) 定 义 的 运算 成 为 通常 的 加 法 和 乘法 运算 .， 
(21,0) + Caz 0) = (ад +22,0), | 
(a, ,0)(х,,0) = (215. ,0). 
因此 复数 系 是 实数 系 的 自然 推广 . 
任何 复数 == (г, у) Е z=(z, 0) +0, PHABRHO, Do, =, у). 
因此 . 
z= (2,0) + (0,1)(y,0); 
АЗЕ с Riz, ОН. ATEKO, DORADO, WA 
z=atiy. | (5) y 
通过 约定 于 一 zz， 妈 一 zz， 等 等 ， 我 们 发 现 有 
i = (0,1)(0,1) = (— 1,0), 
或 
i? =- 1. (6) 
根据 表达 式 (5)， 定 义 (3) 或 (4) 成 为 


© 在 电学 中 ， 用 字母 j 代替 i 


2 #1+ 


Cz) + iyi) + (2 + у) = (x; +22) tity, +42), (7) 

(a, + iyı) (x2 + їуз) = (2122 — уу) + iCy 22 + х,у). (8) 

注意 到 这 些 方程 右边 可 通过 如 下 方式 得 到 : 即 形式 地 把 左边 的 每 一 项 当成 实数 进行 运算 ， 遇 到 
i? 用 一 1 代替 . 


2 基本 代数 性 质 


复数 的 加 法 和 乘法 的 各 种 性 质 与 实数 的 加 法 和 乘法 的 各 种 性 质 相同 ， 我 们 列 出 其 中 的 最 基 
本 代数 性 质 ， 并 证 明 它们 中 的 一 些 基本 代数 性 质 ， 其 他 基本 代数 性 质 在 练习 中 证 明 . 
交换 律 


z 十 zs =z: фа, 2122 = 22 . (1) 


Cz, Hz) +z; = zi + Cz: +z), (ар 0) zy = zı C2223) (2) 
容易 从 第 1 节 中 复数 的 加 法 和 乘法 的 定义 和 实数 运算 满足 的 法 则 得 出 ， 例 如 ， 如 果 z = (zi， 
УЖ == (ть, у), № 

zi =. = (ал, + у) = (а. фа, у фо) == а + 21. 
如 上 其 余 法 则 以 及 分 配 律 
z(z, +=.) = ez, + zz, (3) 
的 证 明 是 类 似 的 . 
根据 乘法 的 交换 律 ， 有 у=у. KERIA z= 二 zx 十 yi RE < 一 z 十 zy， 同 样 因为 结合 律 ， 
正如 实数 一 样 ， 不 用 括号 的 和 zz 十 zs 十 zs 或 乘积 zzzzs 是 有 定义 的 . 
实数 的 加 法 单位 元 0 二 (0，0) 和 乘法 单位 元 1 二 (1，0) 完 全 可 以 移 到 复数 系 中 来 ， 即 对 每 
一 个 复数 z ， 
z+0=z 和 xeel=xz. (4) 
此 外 ，0 和 1 是 唯一 满足 此 性 质 的 的 复数 (参见 练习 9). 
对 每 一 个 复数 = 一 (z，y) ， 有 一 个 相应 的 加 法 逆 元 
.一 zx 一 (一 Z， 一 Jy) (5) 
满足 方程 z 十 (一 z) =0. ШК, AARC, Wt, о) = (0, 0) 可 推出 w= 二 一 z+，v= 二 一 y， 对 
每 一 个 复数 z， 只 有 一 个 相应 的 加 法 逆 元 ， 由 于 一 (iy)==( 一 让 y 二 一 y) (练习 8)， 表 达 式 (5) 
无 疑 也 可 写成 一 z 二 一 x 一 iy， 加 法 逆 元 可 用 来 定义 减法 : 


-wl 一 zz = zn + ez). (6) 

因而 ， 如 果 z= DM = (а, у) А 
zy — tp = (ли Tary — У) = (д. TX) Ку — №). (7) 
对 任何 非 堆 复数 eH (z，2?) ， 存 在 一 个 复数 > 满足 zz = 1. 这 个 乘法 递 元 没有 加 法 逆 


元 那么 明显 .为 了 找 出 这 个 乘法 逆 元 ， 我 们 寻找 实数 u Mo 使 得 


(x+y) (и, о) = (1,0). 
根据 第 1 РЕХИТЯЖИЖЕ ЛЕ о то 必须 满足 一 对 线性 齐 次 方程 
ти — уо = l, уи ло = о, 


简单 的 计算 得 到 唯一 的 解 


__х =y 
“= у UO Rp ys 
因而 х= (х, PURARA 
- ~~ [У 
z (тра) (z + 0). 


当 z= 二 0 8}, RAAL RAEN. PXE, ==0 意味 着 z +y =0; 这 在 表达 式 (8) 中 是 不 
允许 的 . 


练习 
1， 验 证 下 列 等 式 : 
(a) (Y2—i) —i(1—V2i) = —2i; (b)(2, —3)(—2, 1)=(—1, 8); 
(3, DG, -0(5. 15) =. 1). 
2. 证 明 
(a)Re(iz)=—Im z; | (b)Im(iz) = Ве z. 


3. НЕНЯ (1 +2)? =1+2=+ 2. 
4。 验 证 两 个 复数 zx 一 1 士 ; 中 的 每 一 个 满足 方程 z? 一 2z 十 2 二 0. 
5. 证 明 乘 法 的 交换 律 ， 即 第 2 节 方程 (1) 中 的 第 一 A. 
6. WUE . 
(a) 加 法 的 结合 律 ， 即 第 2 节 方 程 (2) 中 的 第 一 式 ; 
(b) 第 2 节 分 配 律 (3). 
7. 用 加 法 的 结合 律 和 分 配 律 证 明 
zz 十 zz: +23) == zzı + zz: + 223. 
8. 121 1= (0, DM у= (у, 0), WA—-Gy)=(—iDy=i(—y). 
9. (а) (х, у) + (и, у) = (х, у), ЖШЯЖ 0= (0, Оут лола ЕЮ 
唯一 加 法 单位 元 . 
(bit, у) (и, о) = (х, у), ERARA 1 二 (1， 0 en i A — 
乘法 单位 元 . 
10. 通过 记 
(zy)(zyy) 十 (zy) 十 (1,0) = (0,0), 
然后 解 关于 z 和 y 的 线性 齐 次 方程 ， 解 关于 =, VHA tz+1=0. 
提示 : 利用 任何 实数 z 不 满足 给 定 的 方程 这 一 事实 证 明 y HO. 


з 其 他 性 质 


在 这 一 节 中 ， 我 们 叙述 一 系列 复数 的 加 法 和 乘法 的 其 他 代数 性 质 ， 这 些 性 质 能 从 第 2 节 已 
经 叙述 的 性 质 中 推出 ， 因 为 这 样 的 性 质 对 实数 也 成 立 ， 从 而 这 样 的 性 质 对 复数 可 预计 是 继续 有 
效 的 ， 读 者 可 直接 阅读 第 4 节 而 没有 太 大 的 损失 . 

首先 注意 到 乘法 着 元 的 存在 性 使 我 们 能 证 明 : 如 果 乘 积 zizzs 一 0 E, WAF z 和 z 中 
至 少 有 一 个 是 零 ， 因 为 假设 mm 一 0 MT zi' 存在 ; 根据 乘 法 的 定义 任何 复数 乘 零 是 零 . 
因此 

z: = ls z = (z2 zz = z (zaz) = а) • 0 = 0. 

即 ， 如 果 =, =0, MH zi 一 0 或 者 zs 一 0; 或 者 z1 和 zs 都 等 于 零 ， 说 明 这 一 结果 的 另 一 方法 
E: 如 果 两 个 复数 а Pm HEE, HERR zz CREAM. | 

除 以 一 个 非 零 复 数 定义 如 下 : 


Z = azz (z 96 0). . | (1) 
22 
如 果 = = (21, y1) 和 Zz = (Zz, уг), 此 处 的 (1) 和 第 2 节 的 表达 式 (8) 说 明 


x (= 0.) (BS ee 
zz ON + yh tyi z +y 2 + У 
Вр, | 
д _ (rire tyy?) аут — T1 Y2) (2, Æ 0). ， (2) 
Ze 25 + > 
虽然 表达 式 (2) 不 容易 记 住 ， 但 可 以 通过 写 ( 参 看 练习 7) 


z торт»), | (3) 
zz (х Рау) (az ~ tye) 


然后 把 右边 的 分 子 和 分 母 分 别 乘 出 得 到 ， 最 后 利用 性 质 


ut _ (dee = ag HHen =B+2 (а #0). (4) 
23 23 Z 
从 方程 (3) 出 发 的 动机 在 第 5 节 说 明 . 
涉及 商 的 等 式 可 从 如 下 关系 得 出 . 
| | Та (zo 5 0); | ис 


PREY zi =1 时 的 方程 (1)， 关 系 (5) 使 我 们 能 把 方程 (1) 写 成 形式 
Zaf) o — | (6) 


同样 ， 注 意 到 (参看 练习 3) . 


复 数 5 


| (ziz2) Czy) 27!) = (аат!) (22!) = 1 Cz 50,2. 5 0), 
和 (zizz) “一 zz ， 我 们 能 用 关系 (5) 证 明 


= (а) = ата = (=)(=) (а Æ 0,5, #0). (7) 


之 1 之 2 


另 一 个 有 用 的 、 将 在 练习 中 导出 的 等 式 是 


zaz 一 (=) (=) (23 Æ 0,24 Æ 0). (8) 


Z3 Z4 Z3 之 4 


Я 现 验证 如 下 的 计算 : 


(5) (2) eee е о 
2—3i/\1+i) @—3)Q+i 5-i 5+: (5-0065+0 
5ti_5 i 


~5,1. 
56 26 36 26 + 26° 


最 后 ， 关 于 实数 的 二 项 式 公 式 对 复数 仍然 成 立即 : WR zz 是 两 复数 
(zy 十 z)" = > Chrz (n = 1,2,°%) (9) 


k=0 


其 中 


(0)= ac (k = 0,1,2，…，z) 
, k Eia k)! 一 wy， 上 2， mn 


且 约 定 0! =1， 其 证 明 用 数学 归纳 法 ， 留 作 练习 . 


练习 
1. 把 如 下 的 量化 为 实数 : 

1 十 2 2 一 ; 
Ш 57? Dapa’ (OT 
BR: (a) 一 2/5; (b) 一 1/2; (c) 一 4. | 
2. 证 明 
(a)( 一 D)z 一 一 =; о ф-= 502540). 


1/z 
3. 用 乘法 的 结合 律 和 交换 律 证 明 


(2122) (2324) — (2123) (2224). 


4. 证 明 如 果 z zzz 一 0， 则 三 个 因子 中 至 少 有 一 个 是 0. . 
RF: EEY n)a 且 利用 关于 两 个 因子 (第 3 节 ) 的 类 似 结果 . 


5。 利 用 第 3 节 表 达 式 (2) 后 面 描述 的 方法 ， 导出 关于 商 忆 的 第 3 节 表达 式 (2). 
6， 借 助 第 3 节 关 系 (6) 和 (7) ， 导 出 等 式 (8). 


7. 利用 第 3 节 等 式 (8) 导 出 消除 律 : 


Zz 2) 


| Еее 0 9 0,9 0). | 
8， 用 数学 归纳 法 验证 第 3 节 二 项 式 公 式 (9)， 具 体 地 说 ， 首 先 注意 到 这 一 公式 当 п=1 时 
是 成 立 的 ， 然 后 假设 这 一 公式 当 n=m 是 成 立 的 ， 其 中 m 表示 任 一 正 整数 ， 证 明 当 n=mt1 

时 这 一 公式 也 必须 成 立 ， 


4 模 


对 每 一 个 非 零 复数 z= 二 x 十 iy， 很 自然 对 应 复 平面 一 个 从 原点 到 点 (zx，y) (第 1 节 ) 的 有 向 
线段 或 一 个 向 量 ， 事实 上 ， 我 们 常常 称 z 为 点 z 或 向 量 z. 在 图 2 PReectiy 和 一 2 十 i 在 图 
上 表示 成 点 和 半径 向 量 . 


根据 两 复数 Ry Xl 十 zy 和 zz: =x: іу, 的 和 的 定义 ， 数 zitz 对 应 点 (zi 十 zz， У Fyz). 
” 它 也 对 应 其 分 量 是 它 的 分 量 的 向 量 ， 因 此 ate 可 如 图 3 显示 那样 用 平行 四 边 形 法 则 得 到 . 
差 zi 一 zz 二 zi 十 (一 z2) 对 应 向 量 = 与 一 zs 的 和 (参见 图 4). | 


虽然 两 复数 = 和 z 的 乘积 本 身 也 是 复数 ， 也 可 以 用 位 于 а 和 zs 所 在 的 平面 中 的 向 量 表 
д, 但 这 一 乘积 不 是 标量 也 不 是 用 普通 的 向 量 分 析 方 法 得 到 的 向 量 . 
在 把 实数 的 绝对 值 的 概念 推广 到 复数 时 ， 复 数 的 向 量 表示 特别 有 用 ， 一 个 复数 == 27у 
的 模 或 绝对 值 定义 为 一 个 非 负数 且 表 示 为 | = | В, | 
|z |= МУ. (1) 
几何 上 , 数 | z| EAG у Е, бл z 的 向 量 长 度 ， 当 ?一 0 时 ， 此 数 在 实数 系 


中 是 通常 的 绝对 值 ， 注 意 除非 z! 和 zs 是 实数 ， 否 则 不 等 式 zi 一 zi 无 意义 . || || 
示 点 = 比 点 之 2 更 靠近 原点 . | 

例 1 由 于 | 一 3 十 2i | =УЗЖ | 1+4: | =/17, A-34+2i 比 1+4 BRR. 

两 点 二 一 Zi 十 1 和 zp = хо Рау 之 间 的 距离 是 | == 1. ЖАВ 4 中 可 看 出 ， 由 于 
| z1 一 zz | 是 向 量 2 — 2, 的 长 度 ; 通过 平移 半径 向 量 naz, Ш = 一 zz 解释 成 从 点 (zz，: 
yz) 到 点 (zi1，y1) 的 有 向 线段 ， 另 外 ， 这 也 可 以 从 表达 式 


21 — жә 一 (Zi 一 Z2) 十 IC — y2) 
和 定义 


| z |= fC — 2 FO у) 
得 到 . 
圆心 在 = 半径 为 R 的 圆周 上 的 点 与 满足 方程 | =“ | = 二 R 的 复数 x 是 一 一 对 应 的 ， 我 们 
把 这 些 点 的 集合 简写 为 圆 | z 一 z。 | =К. 
例 2 方程 :| z 一 1 十 3i | =2RRPDE2=U, —3), 4H R=2 HAA. 
从 定义 (1) 得 到 实数 | = | ，Re хех, Im z=y 满足 方程 


| z |? = (Ве =)? + (Im z)?. (2) 
Ве = | Без |<|=| 和 Imz<|Imz/<| =. (3) 

现 回 到 三 角 不 等 式 ， 此 不 等 式 对 两 个 复数 z 和 =, 的 模 给 出 了 一 个 上 界 . 
| zr tz |<] x | 十 | z |. (4) 


如 图 3， 这 个 不 等 式 几何 上 的 重要 性 是 明显 的 ， 因 为 它 说 明了 三 角形 的 一 边 的 长 度 小 于 或 等 于 
另外 两 边 长 度 的 和 ， 当 Me, 是 共 线 时 ， 从 图 3 中 可 以 看 出 不 等 式 (4) 实 际 上 是 等 式 ， 另 外 ， 
严格 的 代数 证 明 在 第 5 节 练 习 16 中 给 出 ， 
三 角 不 等 式 的 一 个 直接 结果 是 
| zi 二 zz l> | | 一 | 22 ||. (5) 
为 了 导出 不 等 式 (5)， 可 以 写 
| zy |=| (= + =) +O zz) |S] а +z: | 十 | 一 zz l» 


这 说 明 
l [ate {Sl z | 一 | zz |. (6) 
4 [= | 2 | =, | №, ЙЕ КАЕ (5), ШВ |а |<|=|, 只 需 在 不 等 式 (6) 中 交换 z 和 
22 的 位 置 ， 得 到 
[а + |22 (| zi | 一 | = |), 
这 就 是 所 希望 的 结果 . QR, 不等式 (5) 说 明 三 角形 的 一 边 的 长 度 大 于 或 等 于 另外 两 边 长 度 
ZB. 
因为 | 一 z; 上 = | х, | ， 在 不 等 式 中 (4) 和 (5) 可 用 一 z: 代替 z; ， 我 们 把 这 些 结果 概括 成 特 
别 有 用 的 形式 ， 
| z £z: |S] = |+] = |, l (7) 
late |> ila | 一 | |. (8) 
例 3 MRA = 在 圆心 为 零 的 圆周 | z | =, М 
2—2 |<| х [+2 = 3 
H 
| z 一 2 |> |=|-2|=1. 
三 角 不 等 式 (4) 用 数学 归纳 法 可 以 推广 到 有 限 项 和 : 
|а tz tetz, || za | 十 | zz letl е, | бо = 2,3,6). (9) 
为 了 在 这 里 给 出 归纳 法 的 详细 的 证 明 ， 注意 当 ”= 2 时 不 等 式 (9) 就 是 不 等 式 (4)， 进一步 ， 如 
果 不 等 式 (9) 假 设 当 n= m 时 成 立 ， 则 当 n 二 m 十 1 时 不 等 式 (9) 也 必定 成 立 ， 这 是 因为 ， 根 据 不 
等 式 (4) | 
| а Fee, H+ tn) ата S) 十 zz 十 十 zs] 十 | а | 
< (а: |+ | ze | 十 … 十 | ze |) Hl zi |. 


练习 
1. щ 
(дж =2i, 102—6 (=, (03, D, 2 =W3, 0); 
(да =(—3, №, z=, 4; (Ф) = tin, з а Ht, 


用 向 量 标 出 数 =: += 和 =; — 22 的 位 置 . 
2， 验 证 第 4 WKF Rez, Imz 和 | z | 的 不 等 式 (3). 
. 3, ВЕ |z| 之 | Rex| 十 |Imz|. 
提示 : 把 不 等 式 变 为 (| xz 1 一 |y1)’ 之 0 
4. 在 如 下 情况 下 ， 画 出 满足 给 定 条 件 的 点 集 的 章 图 . 
(a) | z-1+i| =1; Cb) | 2+2 | <3; (с) | 2—42 | 224. 
5. ЖА | zi 一 zi | 表示 两 点 zi 和 zz: 之 间 的 距离 ， 给 出 如 下 的 几何 证 明 ， 


复 # 


(a) | z 一 4i | + | z 十 4i | 二 10 表示 其 焦点 是 (0， 土 4) 的 椭圆 ; 
(b) | z 一 1 | = | z 十 i | 表示 通过 原点 斜率 为 一 1 的 直线 . 


5 ЖЯ 


—А1ЯЖ-ЕТНУНЖИЯХ, RARAY, Е 
义 为 复数 x 一 iy， 表 示 为 z; 即 
х = х — іу. (1) 
HA, -VERRA z, HERR z 的 点 C(x，y) 关 于 实 
轴 的 反射 (图 5)， 注意 对 任意 >， 有 
z=z 和 |z|=|z| 
如 果 = =, іу 和 х =, tiy: № 
z F = (дм +22) Ку + у) 
= (x, — іу) + (а: — іуз). 
A mast oe SF Se A: 
zı Fz: = zı + 2e. 
类 似 地 ， 容 易 证 明 


Шр Sq = Wy 209 + 


2122 = 2р Las 


(2)- ZL (2. £0). 


之 2 Z2 


复数 z= 二 x 十 iy MERHEM Ех 的 和 是 实数 2z， 差 是 纯 虚 数 iy. 因此 


Re z = 217, Im z —— Я, 
复数 з= х іу НУТИ а 
zz =| = |?, 


(2) 


(3) 
(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


其 中 每 边 都 等 于 x ty, RA TRE 3 节 的 表达 式 (3) 中 的 商 zi /xz 的 一 个 方法 ， 这 方法 


是 将 na/z 的 分 子 和 分 母 同 时 乘 以 zz， 从 而 使 分 母 变 成 实数 . 
例 1 作为 一 个 例子 | | 
—1+3: _ (-14+3)(@+4+i0 _ 5 _ 255 4; 


2: 2 - DAT [2—il: 5 
也 可 参看 第 3 节 末 的 例子 . 
在 从 如 上 所 述 的 共 罗 复 数 的 性 质 得 到 模 的 性 质 中 ， 等 式 (7 特别 有用. 我 们 叙述 


| 2122 (=| 2 | = | 


(8) 


11 
12 


10 Ble 


记 住 模 是 非 负 的 ， 通 过 写 


| хужа |? = Gaz) (ар) = arz) (Ce ee) = (ау 21) (аа Be) 一 | а |? | е |? = Cl x || хз D 
性 质 (8) 就 可 以 得 到 ， 性 质 (9) 可 用 类 似 的 方法 验证 . . 
例 2 ОНИ | | 二 1xz1 | = |=|]? НЕЯ РОЖИ, 
半径 为 2 的 圆 内 ; Д | z | 二 2， 从 第 4 节 中 的 广义 三 角 不 等 式 (9) 得 到 © 
[22 +32? – 2241 |<] zl +3 | 1 2 | = |+ 1Х 25. 


练习 
1. 利用 第 5 ЗУГЕ НИВ ВОЂЕ ЛЕ НЕ ВЯ 
(а) 3і=2— 3i; (b)iz 一 一 这 ; 
(с) (24 i)? =3— 4i; (d) | 0215) 642—0) | =V3 | 2z 十 5 |. 
2， 通 出 由 给 定 条 件 决 定 的 点 集 的 草图 . 
(a)Re(z—i) =2; (b) | 2z—i | =4. 


3. 验证 第 5 PRP MERA). 

4， 利 用 第 5 FS FSSA EIA ОЕ 

(a) x1 zzz; = х1 Zz Z3; (b) zt =z! 

5. 验证 第 5 节 关 于 模 的 性 质 (9). 

6. 利用 第 5 节 的 结果 ， 当 zs 和 zs 是 非 零 复数 时 ， 证 明 


21 _ = А 21 — | zı | 
o(a aa | С) 2223 | zz | ЕЕ 
7. 利用 已 建立 的 模 的 性 质证 明 : “le | 5 | = | №, 有 

zi 十 22 а | 十 | ze | 
эз + z4 ~ | 23 Ы 24. 1: 


8. 证 明 : м |19184, 有 
| | Ве(2 +z +z) |< 4. 
9. 在 第 3 节 已 证 明 ， 如果 nr=, Ши Me 中 至 少 有 一 个 是 零 ， 根 据 实数 的 相应 
结果 和 第 5 节 恒等式 (8)， 对 这 一 结果 给 出 另 一 个 证 明 . 
10， 通 过 把 z+ 一 4 十 3 分 解 成 两 个 二 次 因子 和 利用 第 4 节 不 等 式 (8) ， 证 明 如 果 z 位 于 
圆周 || =2 上 ， 则 


11. 证 明 : 
(a)z 是 一 个 实数 的 充 要 条 件 是 一; 
r 是 一 个 实数 或 者 是 一 个 纯 虚 数 的 充 要 条 件 是 zx? 一 xz 
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12， 根 据 数学 归纳 法 ， 证 明 当 n=2, 3, if, 
Ozna to Fasa у O (Daa z =E meen 
13. Was а, а», s a(n Sl) BEM, z 是 任 一 复数 ， 利 用 练习 12 的 结果 ， 证 明 

а Бах Ба? + Ра,” = а Бах tarz +e аня". 
14. 证 明 中 心 在 zo 半径 为 R 的 圆 的 方程 | x 一 z。| =В 可 以 写成 

| = |? — 2Re(z zo) +] z |? = К. 
15. 利用 第 5 节 关 于 Re z 和 Im z 的 表达 式 (6)， 证 明 双 曲线 -y= 可 以 写成 
а? += = 2, | и 
16， 按 以 下 步 又 推导 三 角 不 等 式 (第 4 节 )， 给 出 一 个 代数 证 明 
| zy +e. [S] z | 十 | zd. . и Soas 


(a) Е ВЯ 
late |2 = C Hz) (а +) = z а + (а z На, z) + я. z. 
(b) 指 出 为 什么 eoo и и 


zı zz +2 z = 2Relz, z) <2 | а || x |. 

(c) 利 用 (al 和 (b) 的 结果 得 到 不 等 式 oe 
[жа |? < (а: [+l x |), | 
且 注意 如 何 导出 三 角 不 等 式 . = [14]. 


6 指数 形式 


设 r 和 9 是 与 一 个 非 零 复数 z= 二 zx 十 iy 对 应 的 点 (x，y) 的 极 坐 标 ， 由 于 c=rcos 0 A y= 
rsin 9， 数 z 可 写成 极 坐 标 形式 ， . 
z=r(cos O+isin 0). | со 
如 果 z=0 坐标 9 是 无 定义 的 ;因此 当 讨 论 arg Bt, BU 2950. = Е 

在 复 分 析 中 ， 实 数 > 不 容许 为 负数 ， 它 是 径 向 量 z 的 长 度 ， 即 >= | x | .实数 9 表示 度量 
径 向 量 的 角度 ， 即 当 z 看 作 径 向 量 (图 6) 时 ，z 与 正 实 轴 的 夹 角 . Et y 
算 中 , 有 无 穷 多 个 可 能 的 值 ， 包 括 负 值 ， 它 们 相差 2x 的 整数 倍 ， 这 
些 值 可 由 方程 tan 9 二 y/z 决定 ， 其 中 包含 对 应 点 z 的 象限 必须 指定 . 9 
的 每 一 个 这 样 的 值 称 为 = 的 幅 角 ; 所 有 这 样 的 值 的 集合 表示 为 arg х. : ” 
are z 的 主 值 用 Arg z 表示 ， 它 是 满足 一 r<G< 和 rx 的 唯一 的 值 9 о > 

arg х = Argzt2nn (7 一 0, 士 1, 士 2,…)， (2) 
当 = 是 一 个 负 实 数 时 ，Arg х 有 值 *， 而 不 是 一 x。 1 图 6 
例 1 在 第 三 象限 的 复数 一 1 一 i 有 主 值 一 3x/4. 即 ' 


Arg(—1—i) = 一 a 


Z=xtiy 
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由 于 ӨЗА Өт, КИН Are(—1—) = ERRE. 
根据 方程 (2) 
arg(— 1—i) =~ ÎE + 2ne (п =0, +1, 42,0), 
注意 方程 右边 的 项 可 以 用 它 的 任 一 指定 的 值 代替 ， 例 如 可 以 写 
arg(—1—i) = ŠE + 2nx (п=0, +1, 2,.-.). 


符号 e* 或 exp(i0) 通 过 欧 拉 公式 

e? = cos 0+ isin @ (3) 
来 定义 ， 其 中 9 是 径 向 量 与 正 实 轴 的 夹 角 . 它 可 使 我 们 把 极 坐 标 形式 (1) 用 指数 形式 写成 更 紧 
次 的 形式 

z= теё. (4) 
符号 所 的 选取 将 在 后 面 的 第 28 节 得 到 完全 的 启发 ， 然 而 ， 它 在 第 7 节 中 的 应 用 表明 这 种 选择 
是 自然 而 合理 的 . 
例 2 在 例 1 的 复数 一 1 一 i 有 指数 形式 


—1—#= УВек[ (3%) |. (5) 


约定 er 一 et-9 ， 这 也 可 写成 一 1 一 ;一 VZe-aw:， 表达 式 (5) 当 然 是 一 1 一 ; 的 指数 形式 的 无 穷 个 
可 能 的 数 之 一 ， 


—1—i = Мехр: (2) | (п = 0,61, £250). (6) 


注意 到 表达 式 (4) 中 r 一 1 告诉 我 们 数 e* 位 于 中 心 在 原点 半径 为 1 的 圆周 上 ， 如 图 7 所 示 . 
e” 的 值 不 用 参照 欧 拉 公式 ， 可 直接 从 图 中 得 出 . 
例如 ， 如 下 在 几何 上 是 显然 的 ， 
—in/2 Н Ит — 1. 


е" =— 1l, е =—i, е 

注意 到 方程 | 
z = Re” OKA 2). (7) 

是 中 心 在 原点 ， 半 径 为 RR 的 圆周 | z | =R 的 参数 表示 ， 当 参 变 量 9 从 0 一 0 增加 到 0= 2x 时 ， 
点 从 正 实 轴 开始 ， 沿 着 圆周 逆 时 针 方 向 转动 一 周 ， 更 一 般 地 ， 中 心 在 so A FAN RKA 
周 | z 一 z。| 二 R 有 参数 表示 

х= z Ве? (0 0&2n). (8) 
这 可 以 从 向 量 图 中 看 出 (图 8) ， 注 意 当 点 = 沿 着 圆周 | x 一 z。 | = 逆 时 针 方向 环绕 一 周 时 ， 对 
应 于 固定 向 量 n 与 一 个 长 为 尺 倾斜 角 9 从 0 到 2x 变化 的 向 量 的 和 . 


т 指数 形式 的 乘积 与 商 


简单 的 三 角 函 数 知识 告诉 我 们 ， 正 如 微 积 分 中 的 指数 函数 一 样 ，e" 具 有 加 法 性 质 : 
ei еї = (cos & + іѕіп 01) (cos 6, + isin 6) 
= (cos 6, cos 9, — sin ĝ sin 6,) + і(ѕіп 0, cos @ + cos 0, sin 8) 
= cos(0 +0) + isin(@ +6.) = ей. 


FR, MR aSr 和 з е", RR = zz 有 指数 形式 16 
az = nre eh = nret, | (1) Ка 
此 外 
wan ee т | т оаа (2) 
Zp т ee т е rz у 
”因为 1=1e* ， 从 表达 式 (2) 得 到 任意 一 个 非 零 复数 c= re 的 逆 是 
=" = = le, (3) 
z r 


通过 对 实数 和 e 应 用 通常 的 代数 规则 ， 表 达 式 (1)、(2) 和 (3) 当 然 容 易 记 住 . 

表达 式 (1) 产 生 关 于 幅 角 的 一 个 重要 恒等式 为 : 

. ага (2122) = arg z + arg zz. (4) 
它 可 解释 成 如 果 这 三 个 (多 值 ) 幅 角 中 的 两 个 值 被 确定 ， 则 存在 第 三 个 幅 角 使 得 方程 成 立 . 

设 AO, 分 别 表示 arg z M arg z 中 的 一 个 值 ， 我 们 来 y 
验证 说 明 (4)， 表 达 式 (1) 则 告诉 我 们 % 十 % 是 arg(zizs) 中 的 
一 个 值 (参看 图 9)， 另 一 方面 ， 如 果 arg(zizz) 和 arg z 的 值 
被 指定 ， 则 这 些 值 对 应 于 表达 式 

arg(zizz) = (A +60) +2nn (n=0, +1, 士 2,……) 

和 


arg 21 = Qh Б 2ттп (т =0, +1, 十 2,…) 
中 特别 指定 的 nn 和 ni:. 由 于 
(6, +0) +2nn = (ви + тт) + [6, + 2(®— п, м. - 
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arg zz = Q +2(n— пк 
被 选 好 后 ， 则 方程 (4) 成 立 . 24 arg( 2.2.) Ml arg zz 的 值 被 指定 后 ， 由 对 称 性 也 可 验证 (4). 
当 arg 用 Ате REN, 有 时 等 式 (4) 也 是 成 立 的 (参看 练习 7)， 但 下 列 例子 说 明 一 般 不 是 


这 样 . | 
例 1 М z = 一 1 和 zs,=i 
Ата ль) = Arg D =— 5 但 Ава t+Arge, = at = a, 
然而 ， 如 果 我 们 取 arg z 和 arg zz 为 已 取 的 值 且 选取 ага (= zz HAN 
Argaiz) + 2n =— 5 + 2a = я. 
则 我 们 发 现 等 式 4) 是 成 立 的 . 
等 式 (4) 告 诉 我 们 
arg(=)= агЕ (2125!) = arg zı + arg (27'); 
2 Е 
且 可 从 表达 式 (3) 看 出 
arg(z,!) =— arg z2. (5) 
因此 
| arg (=) = arg zı — arg zz. (6) 
лао) > 


等 式 (5) 当 然 可 以 解释 成 左边 的 值 的 集合 等 于 右边 的 值 的 集合 ， 然 后 ， 如 同等 式 (4) ， 等 式 (6) 
用 同样 的 方法 可 以 解释 左边 的 值 的 集合 等 于 右边 的 值 的 集合 . 
Я2 当 


КЕСИ 


в, EEA. a 
7 arg & = arg(~ 2) 一 arg(1 十 V32)， 

找 出 Arg z 的 主 值 ; | | Е 

因为 

Arg 2D 二 x 和 Arg +30 =, 

arg z 的 值 之 一 是 27/35 县 因为 2x/3 在 一 x 和 7 之 间 ， 我 们 发 现 Arg z 一 2r/3. 

对 z 一 re* 形 式 地 应 用 实数 规则 nn 

а" == "ей (п=О0, 1, 2, --°). Е | (7) 

对 整数 = 用 数学 归纳 法 容易 验证 . 具体 地 说 ， 首 先 注意 到 当 n=1 时 它 为 ere”. F-H, B 
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设 当 2= 冯 时 ， 它 是 成 立 的 ， 其 中 m 是 任 一 正 整数 .根据 指数 形式 的 两 个 非 零 复数 的 乘法 表达 
式 (1)， 对 п=т+1; 


zl 一 gg" 一 rebre = prt el rtDo. 


它 是 成 立 的 . 表达 式 (7) 于 是 对 任何 正 整数 ”成立 . MRA © =1, MEX n=0 也 是 成 立 的 . 
另 一 方面 ， 如 果 ”一 一 1， 一 2，…， 用 = КАНЕ, HS 

| = (21), RP m =n = 1,256 
那么 ， 由 于 表达 式 (7) 对 正 整数 寡 成 立 ， 由 х “的 指数 形式 (3) 得 到 


表达 式 (7) 于 是 对 所 有 整数 短 成 立 . 
注意 当 r 二 1 时 ， 表 达 式 (7) 变 成 ， | . 
(е®)" = е (п= 0, +1, 425%). | (8) 
当 写 成 如 下 形式 时 | 
(cos 6 十 isin 0)" = cos nh + isin nO (п = 0, 1, 2,6), (9) 
LPR HME AK, | 
甚至 当 复数 是 用 直角 坐标 给 出 且 所 希望 的 形式 也 用 直角 坐标 给 出 时 ， 表 达 式 (7) 对 找 出 复 
数 的 窟 也 是 有 用 的 . | 
йз 为 了 把 (V3 十 2)7 写成 直角 坐标 形式 ， 只 需要 


СВО" = (Be)! = Me = (Be) (Be) =— 64634-0). 
练习 
1. щ 


(r= (b)2= 3-1) 


时 ， 找 出 主 值 Arg =. 
答案 : (а) 一 3r/4; Cb) x. 
2. 证 明 (a) |e? | =1; (ее. 
3， 运 用 数学 归纳 法 证 明 
еб еб engin = еа) (n = 2,350). 
4、 运 用 模 | ?一 1 | BAO MAL 之 间 的 上 距离 这 一 事实 (参看 第 4 节 )， 找 出 满足 方程 | 一 1 | 
=2 的 在 区 间 0<0<2к 的 值 9 关 给 出 一 个 几何 证 明 . 


BE: x 
5. Пен 7 节 ) 导 出 下 列 三 三 角 恒 等 式 : 
(a)cos30 一 cos30 一 3cosgsin20; СЬ) sin3@= 3cos’ Osing— sin’ 6. 


6， 通 过 把 左边 的 单个 因子 写成 指数 形式 ， 做 必要 的 运算 ， 最 后 回 到 直角 坐标 ， 证 明 
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MANBO W3 +1) =2(1+V31); (b)5i/(2+i)=14+2i; 
(c)(—14+1)’ =—804+)D; (d) 1 +737) 79 = 2710—1432). 


7. 证 明 如 果 Re z,>0 Н Ве z>0 ДІ 
Arg(zizz) = Arg zl + Arg zz, 
其 中 Arg(z: =, ) 表 示 arg(zizz) 的 主 值 ， 其 他 符号 也 如 此 表示 . 
8 wz 是 一 个 非 零 复 数 且 > 是 一 个 负 整数 人 "一 一 |， 一 2，…)， RO = ге Н 和 一 一 7 一 
1, 2, +. 用 表达 式 


z2 = re 和 gt = (+), 
验证 (z") =a”, AKER 7 节 的 定义 "= (= 1)" 可 以 用 另 一 种 方式 写成 z= 二 (zx”) ". 
9. 证 明 两 个 非 零 复 数 z 和 zs 有 相同 模 的 充 要 条 件 是 存在 复数 ct 和 cs 使 得 2 =сс Н 


Zo C1 C2. 


提示 : 注意 


一 exp(iĝı) 


exp: ею" 28) 


和 [参看 练习 2(b)] 


(i222) exp (i252) = exp(ig,) 


exp1z 
10， 建 立 恒 等 式 


1 十 2 „a lz" 
attt =y CAD 


并 用 它 导 出 拉 格 朗 日 三 角 恒 等 式 


1 十 cos 0+ cos 20-4 + созд = 1. + Sink (nt 16/2) 


2sin(6/2) 

提示 :对 第 一 个 恒等式 ， 写 S=1 十 z 十 zx 十 … 十 x" HERES 2S. 为 了 导出 第 二 个 恒 等 
式 ， 在 第 一 个 恒等式 中 令 z5”. 

11. (a) 运 用 二 项 式 公 式 (参看 第 3 节 ) 和 棣 莫 弗 公式 (参看 第 7 节 ) 导 出 下 列 等 式 : 


(0 < 0 < 2m). 


cos лб + isin ид = 5 (соки оса Dt (п = 1,2,9); 


然后 通过 方程 
вая 
(一 1)/2, 如 果 п 为 奇数 
定义 整数 т 且 用 上 面 的 和 得 到 表达 式 [与 练习 5а) 比较 ] 
cos ид = DC Jo Drcosrag sin" (n= 1,2,6). 


k=l 
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(b) 令 х=соз 0 НВ 0<0<к, ЛЕХ FIS. 指出 怎样 从 (a) 的 最 后 结果 得 
到 函数 族 - 


T, Cx) = cos(n cosx) (n = 0,1,2,) 


的 每 一 个 是 次 数 为 n 的 变量 为 zx 的 多 项 式 ( 注 : 这 些 多 项 式 称 为 切 比 谢 夫 多 项 式 且 在 逼近 论 中 
很 著名 ). 


8 复数 的 根 


现在 考虑 以 原点 为 圆心 ， 半 径 为 7 的 圆周 上 的 点 z= 二 re” 
(图 10)， 当 0 增加 时 ， 点 z 沿 着 圆周 逆 时 针 方 向 运动 .特别 
地 ， 当 0 增加 2x 时 ， 点 z 回 到 原来 的 点 ; ММО В 27 时 ， 
点 z 回 到 原来 的 点 ， 因 此 ， 从 图 10 很 明显 地 有 APES 
复数 


д = пей В z = ге 
相等 的 充 要 条 人 忻 是 图 10 
п =г H Q = 0, +20, 
РЕЯ ЛЖЖ( О, £1, £2, =). 

与 第 7 节 中 复数 = ге? ВС КЕ =" 二 rre” 一 起 ， 这 个 条 件 对 找 出 任意 一 个 非 零 
复数 zo。 二 roe% 的 nn 次 方 根 是 非常 有 用 的 ， 其 中 n=2，3，…。 复数 zo 二 moe” 的 次 方 根 是 满足 
z" 二 zo 的 一 个 非 零 数 z 二 re” 马 | 

те" = re 
根据 上 面 楷体 字 的 说 明 ， 有 
r=r В 0 =6+2kn, 


其 中 下 BE — (=0, +1, +2, °°). 因此 r= 二 Vr。， 其 中 根 号 表示 正 实数 ro 的 唯一 的 正 
n 次 根 ， 以 及 


ох A i k= 0,41, $200), 


n 


结果 ， 复 数 
z= Vroexp|i (2 +2) | (А = 0, 61,62,60). 


是 = 的 n 次 根 ， 从 根 的 这 一 指数 形式 我 们 可 直接 看 到 这 些 根 全 在 以 原点 为 图 心 、 半径 为 Vro 的 
圆周 | z | = Е, ВА on 开始 等 弧度 分 布 ， 每 个 弧度 间隔 为 2x/n.。 ВЖ А0, 1, 
2, e, п-т 时 ,得 到 所 有 的 不 相同 的 根 且 对 其 他 的 & 值 不 再 产生 新 的 根 . Balk=0, 1, 
2，…，7 一 1) 表 示 这 些 不 同 的 根 ， 且 记 


‚= Wiexp| i (% + er) | (k=0,1,2,..… ,nC— 1). ay 
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(参看 图 11). : 
六 表示 这 个 根 的 每 个 径 向 量 的 长 度 ， 第 一 个 根 c。 有 
幅 角 名 /n; 且 当 n= 二 2 时， 这 两 个 根 位 于 圆周 | = | = 人 /75 蘑 \ 
Ck x \ 


一 直径 的 两 个 相反 的 端点 上 ， 第 二 个 根 是 一 c， 当 n 之 3 时 ， 
所 有 的 根 位 于 某 一 圆 内 接 正 ”多边形 的 顶点 上 ， 

我 们 将 用 2h" 表示 z Wn PREHRA. М, WME zo 
是 一 个 正 实 数 ， 符 号 中" 表示 根 的 全 体 ;在 表达 式 (1) 中 的 符 
号 FI 只 用 作 正 根 ， 当 用 在 表达 式 (1) 中 的 O 的 值 是 arg x 
(一 zx<b<rx) 的 主 值 时 ， 数 c 被 称 为 主 值 根 ， 于 是 当 zx 是 图 11 
正 实数 nm 时 ， 它 的 主 值 根 是 Vi 

最 后 记 住 表达 式 (1) 的 一 个 形式 方法 是 把 o 用 最 一 般 的 指数 形式 (与 第 6 节 例 2 比较 ) 表 示 

zo = пе (有 一 0, 士 1j, 士 2,……) | (2) 

形式 地 应 应 用 关于 实数 的 分 数 次 夫 的 法 则 ， 并 记 住 从 好 有 ， 个 根 ， 


zi 一 еә и" = droexp| a + 2kn) ] 


БЕЧ (+=) |] =0,1,2, nD). 
在 下 一 节 中 ， 这 此 例子 将 用 来 说 明 找 复数 根 的 方法 . 
9 举例 
在 这 里 的 每 个 例子 中 ， 先 用 第 8 节 表 达 式 (2) ， 然 后 继续 用 那 一 节 最 后 描述 的 方法 . 


例 1 为 了 决定 LH rKTR. = 
l= lexpli(0 + 2kx)] (Е =0, +1, =2,**.) 


然后 发 现 | | 
р” =  Техр|:(7. +2) |= exp(i 29) (k= 0,1,2, n— 1). (1). 


当 n=2 时 ， 根 当然 是 士 1， 当 > 之 3 时 ， 所 有 的 根 位 于 圆 | = | 一 1 KEE n 多边形 的 顶 点 上 ， 
其 中 一 个 顶点 对 应 主 值 z= 二 1(% 二 0). 
如 果 令 - 


Wn =.exp(i), . о. и а. (2) 


则 从 第 7 节 -e* 的 性 质 (8) 得 到 


НИИ Вия 
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参看 图 12， 其 中 2 一 3，4 和 6 的 情形 已 画 出 ， 最 后 注意 o 1. 
复数 z。 的 任 一 个 特 指 的 根 ， 则 所 有 的 =” 次 根 的 集合 可 写成 


1 


2 
Co Cdn бт 9" ** 9 CWn 


值得 注意 的 是 : ШЖ с AES 


这 是 因为 任 一 非 零 复 数 乘 以 w 其 幅 角 增 加 2x/mn， 而 它 的 模 不 变 . 


$12 找 出 (一 82)22 的 所 有 的 值 ， 或 一 8; 的 立方 根 ， 只 
需要 令 
— 82 = gexp|i( 一 至 二 2kr) | (k= 0,41, 425) 
则 看 到 所 需要 的 根 是 
c = 2exp[ i i(-£+4)] (k=0,1,2). 09) 


它们 位 于 贺 | = | 一 2 内 接 正三 边 形 的 顶点 上 ， 且 等 弧度 地 
分 布 ， 每 个 弧度 间隔 为 2x/3， 从 主 值 ( 参 看 图 13) 


вы ве 


= 4/3 — і. 


开始 ， 不 用 进一步 计算 , 可知 с =2i, НАХ с 关于 虚 轴 与 о 是 对 称 的 ， 有 = — 3-Е X 


些 根 当 然 可 写成 
со 9 Co CU3 ,co 由, 其 中 аз 一 exp(i ==). 
(参看 例 1 后 面 的 注 ). 


例 3 САМА 450, р, MAID? В 
平方 根 ， 可 通过 写 


JB +i = 2ехр: (2-5 26) | (Е =0, 1,2, 
找 出 且 ( 参 看 图 14) 
= Фе) | (6= 0,0). . : (4) 
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欧 拉 公式 (第 6 节 ) 说 明 
Co = У2ехр(: 15) = V2 (cos 15 + isin 1)? 
且 三 角 人 恒等式 
cos? (=) = "сова, sin? (=) = 1605 (5) 
使 我 们 可 以 写 


co = s2( [2498 + 5/298) ) = Wet +2) 


HF c 一 一 co，V3 十 ; 的 两 个 平方 根 最 后 是 
+ 50/2 4/3 +iV2—V3)- 


练习 

1. 找 出 (a)2i; (b)1 一 V3i 的 平方 根 且 把 它们 用 直角 坐标 表示 . 

: А V3—i 

B®: (atti); DEE. 

2， 在 如 下 情况 下 ， 找 出 它们 的 根 且 把 它们 用 直角 坐标 表示 ， 把 它们 表示 成 某 些 正 多 边 形 
的 顶点 ， 且 指出 它们 的 主 值 根 

(a)(— 16)"; (b)(—8—8 731)". 

Be. WIZA, +/2а-р; (603—2), 6014432). 

3， 在 如 下 情况 下 ， 找 出 它们 的 根 且 把 它们 用 直角 坐标 表示 ， 把 它们 表示 成 某 些 正 多 边 形 
的 顶点 ， 且 指出 它们 的 主 值 根 : 

(a) (~—1); (b) (8). 
1+3: 1—3: 

V2 V2 

4， 根 据 第 9 节 例 1， 一 个 非 零 复数 z МЕЛУЛЯНЕХ со, Cows соб, FEP co 是 zo 

的 主 立方 根 且 


ЖЖ: (b)tv2, + 
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证 明 如 果 mm 一 一 4V2 十 4V2i， 则 co 二 V2(1 十 站 ， 把 它们 用 直角 坐标 表示 ， 其 他 的 立方 根 是 


—WB+D+038—Di а = BTD- Vti 
5. (aia 表示 任 一 固定 的 实数 ， 证 明 a 十 i 的 两 个 平方 根 是 


+ УАехр(: $), 


Cow; = 


Hp A=/a’ +1 H a=Arg(ati). 
(b) 借 助 第 9 节 例 3 的 三 角 恒 等 式 (5)， 证 明 在 (a) 中 得 到 的 平方 根 可 以 写成 


+ BVA Tati VATO. 


[注意 当 4a 二 V3 时 ， 这 就 是 第 9 节 例 3 的 最 乓 结果. | 
6. REDA z' 十 4 的 四 个 根 并 用 它们 把 xz 十 4 分 解 成 两 个 实 二 次 多 项 式 的 乘积 . 
BB. (z? 十 2z 十 2)(z? 一 2z 十 2). | 
7. 证 明 如 果 c 是 除 1 以 外 1 的 nn 次 根 ， 则 
1+с+ с +. "= 0. 
提示 : 利用 第 7 PAY 10 中 的 第 一 个 恒等式 . . 
8. (ааа. b 和 c 是 复数 时 ， 推 导 通 常 的 解 二 次 多 项 式 
ах? +bz+c=0 (а=0) 
的 公式 .特别 地 ， 通 过 在 方程 左边 完全 平方 ， 导 出 解 二 次 多 项 式 的 公式 


_ — b+ (6? — 4ac)'? 
2a И 


其 中 当中 一 4ac 尖 0 时 ， 两 个 平方 根 都 要 考虑 ， 
(b) 利 用 (a) 中 的 结果 找 出 方程 2 十 2z 十 (1 一 让 二 0 的 根 . 


1 ; 1 ; 

А 1+) +, (-1-~)-+ 

答案 : (b)( ata | BF 
9. № 一 re 是 任 一 非 零 复数 且 ”是 一 个 负 整 数 (* 一 一 1， 一 2，…). 当 m= 二 一 n 时 ， 通 过 
方程 а (а) "Е =", 通过 验证 (zy”)-: 和 (z-1)" 的 值 是 相同 的 ， 证 明 z" = (хит)! 


(比较 第 7 PAY 8). 


10” 复 平面 中 的 区 域 


在 这 一 节 中 ， 我 们 考虑 复数 或 < 平 国 的 集合 和 和 它们 相互 之 间 的 紧密 联系 . 我 们 的 基本 工具 

是 给 定点 zo 的。 ЖАН 
| z— zo |<e. (1) 
它 由 包含 在 圆心 为 zs。 、 半 径 为 特定 正 数 。 的 圆 内 但 不 在 圆周 上 的 点 组 成 (参看 图 15). 当 在 讨论 
H, 的 值 不 言 而 喻 或 不 重要 时 ， 集 合 (1) 常 常 称 为 一 个 邻 域 ， 有 时 ， 称 如 下 集合 为 一 个 e 的 去 
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心 邻 域 
o<] 2—2, |< е. (2) 
EH z We 邻 域内 除 zo 点 本 身 之 外 的 点 组 成 . 

如 果 存 在 点 z。 的 一 个 邻 域 全 包含 在 S 中 ， 点 zo 称 为 集合 5 
的 内 点 ; 如 果 存 在 点 zo 的 一 个 邻 域 不 含有 5 中 的 点 ， 点 zo Ж 
为 集合 S 的 外 点 一 个 点 z ， 如 果 既 不 是 S 的 内 点 也 不 是 S 的 
外 点 则 称 为 S 的 边界 点 ， 一 个 边界 点 因此 是 这 样 的 点 ， 在 这 个 Е 15 
点 的 每 一 个 邻 域 既 含 有 S 中 的 点 也 含有 不 是 $S 中 的 点 PAS 
的 边界 点 称 为 S 的 边界 ， 例如， 圆周 | z | 二 1 是 集合 

izj 二 1 和 |[=|<1. (3) 
中 每 一 个 的 边界 .一 个 集合 如 果 不 包 含有 它 的 边界 点 ， 则 称 为 开 集 .一 个 集合 是 开 集 的 充 要 条 
件 是 其 中 每 一 点 是 它 自己 的 内 点 ， 关 于 它 的 证 明 将 留 下 作为 练习 .一 个 集合 如 果 包 含 它 自己 的 
所 有 边界 点 则 称 为 闭 集 ; 一 个 集合 S 的 闭 包 是 由 集合 S 和 集合 S 的 边界 点 组 成 ， 一 个 集合 S 
的 闭 包 是 闭 集 .注意 (3) 中 集合 的 第 一 个 是 开 集 ， 第 二 个 是 闭 集 . 
某 些 集合 可 能 既 不 是 开 集 ， 也 不 是 闭 集 ， 一 个 集合 如 果 不 是 开 集 ， 则 此 集合 必定 含有 边界 
一 个 集合 如 果 不 是 闭 集 ， 则 一 定 存 在 一 个 边界 点 不 在 此 集合 中 ， 注 意 去 心 圆 盘 0 过 1 z | <! 
- 既 不 是 开 集 ， 也 不 是 闭 集 ， 另 一 方面 ， 所 有 复数 的 集合 既是 开 集 ， 也 是 闭 集 ， 因 为 此 集合 没有 
边界 点 . 

如 果 一 个 开 集 S 中 任何 两 点 z! 和 z 可 以 用 全 在 此 集合 的 、 
由 有 限 条 线段 首尾 顺 次 连接 组 成 的 折线 相连 ， 则 称 集合 5 是 连通 
的 ， 开 集 | = | 二 1 是 连通 的 ， 圆 环 1< | zx | <2 当然 是 开 集 ， 它 
也 是 连通 的 (参看 图 16)， 一 个 连通 的 开 集 称 为 区 域 . 注意 任何 邻 
域 是 区 域 ， 一 个 集合 如 果 是 一 个 区 域 加 上 某 些 、 或 不 加 上 、 或 加 
上 全 部 的 边界 点 组 成 的 集合 ， 称 为 带 边区 域 . | 

如 果 S 中 的 每 一 点 都 在 某 一 固定 的 圆周 |z| =КИ, KEN 
有 界 的 ; 否则 称 它 为 无 界 的 . 集合 (3) 中 每 一 个 集合 都 是 有 界 的 ， 
半 平 面 Re =>0 是 无 界 的 . 

如 果 一 个 点 zo 的 每 一 个 去 心 邻 域 至 少 含有 集合 S 中 一 个 的 点 ， 点 zo 称 为 S 的 聚 点 ， 因 
此 ， 如 果 一 个 集合 S 是 闭 的 ， 则 它 包 含 它 的 每 一 个 聚 点 .因为 如 果 育 点 zo 不 是 在 S 中 ， 它 将 
会 是 S 的 边界 点 ， 但 这 与 闭 集 包含 它 的 边界 点 矛盾 ， 练 习 中 将 要 求证 明 其 逆 , 事实 上 ， 其 逆 也 
是 正确 的 ， 于 是 ， 一 个 集合 是 闭 的 充 要 条 件 是 此 集合 包含 它 的 所 有 的 边界 点 . | 

BR, STE x 的 一 个 去 心 邻 域 不 含 S 中 的 点 时 ， 此 点 不 是 集合 5 的 聚 点 . 注意 原点 是 
集合 z,=i/n(n=1, 2, +) HERA. и 


练习 
1， 画 出 下 列 集合 的 草图 并 且说 明 哪些 是 区 域 : 


图 16 
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(а) | < 一 2 二 | <1; (b) | 2z+3 | >4; 
(c)Im z>1; (а) а z=1; 
(e)0 委 arg eXn/4( 20); (f) | z-4] 22 |е |. 


答案 :;《b)、(c) 是 区 域 . 
2. 在 练习 1 中 的 集合 哪些 既 不 是 开 集 ， 也 不 是 闭 集 ? 


BR: (е). 

3. 在 练习 1 中 的 集合 哪些 集合 是 有 界 的 ? 

BR: (а). 

4， 画 出 下 列 集合 的 闭 包 : 

(а) —x<arg < к(70); (b) | Ве#|<|=|; 30 
све (2): (d)Re(z?)>0. АА 


5. 设 S 是 所 有 满足 | | <1 9 | 2—2 | <1 的 点 z 组 成 的 集合 . 说明 S 为 什么 不 是 连 
通 的 . 

6. 证 明 一 个 集合 S 是 开 集 的 充 要 条 件 是 S 中 每 一 点 都 是 内 点 . 

7. 求 出 下 列 集合 的 聚 点 : 

(a)z, =i" (n=l, 2, =); (b)z, =i"/n(n=1, 2, +); 


(с)0<агв z<n/2( 240); (d)z,=(-pdt+)2— (n=l, 2, =). 


n 
答案 : (DRA; (000; (ФСО. 
8. 证 明 一 个 集合 如 果 包 含 它 的 每 一 个 聚 点 ， 则 必定 是 闭 集 . 
9. 证 明 一 个 区 域 的 任 一 点 zx 是 这 个 区 域 的 聚 点 . 
10. 证 明 有 限 点 集 = 2, 566, z, 不 能 有 聚 点 . 
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在 本 章 中 ， 我 们 将 考虑 单 变量 的 复 变 函数 并 为 之 建立 一 种 微分 理论 . 本 章 的 主要 目的 是 介 
绍 解 析 函 数 ， 解 析 函 数 在 复 分 析 中 起 着 重要 作用 ， 


1 单 复 变量 的 函数 


设 S 是 一 个 复数 集合 .定义 在 S 上 的 函数 是 一 个 法 则 ， 它 将 S 中 每 一 个 x 对 应 一 个 复数 
w， 复 数 也 被 称 为 f 在 z 的 值 ， 记 为 F(z); wf). 集合 S 被 称 为 是 了 的 定义 域 . 

必须 指出 ， 要 使 一 个 函数 有 意义 ， 定 义 域 和 法 则 都 不 可 缺少 ， 当 未 给 出 函数 定义 域 时 ， 则 
认为 是 函数 存在 有 意义 的 最 大 集合 . 然而 ， 有 时 候 用 记号 来 区 别 一 个 已 给 的 函数 和 它 的 取 值 并 
不 是 很 方便 ， 

例 1 如 果 f 由 方程 了 二 1/z 在 集合 z 天 0 上 所 定义 ， 它 仅 指 函数 ww 二 1/z， 或 者 是 简单 地 
记 为 函数 1/z. 

假如 ш=и-- го ЖЖ } ЖЕ лгу HR, BA 

и = (ху). 

每 一 个 实数 u о 取决 于 实 变量 x 和 >y， 由 此 可 以 表达 成 一 对 以 z 和 y 为 变量 的 实 值 函 数 : 


fœ) = ибх,у) + іобх,у). ` | (1) 
如 果 用 极 坐标 ~ 和 0 来 代替 > х, BAA 
u+ iv = (е), 
其 中 w=utiv Ж z= re”. 在 这 种 情况 下 ， 我 们 可 以 表示 为 
fC) = ulr,0) + ivlr,0). КО (2) 


例 2 如 果 (2) =, 那么 
flatiy) = (= + iy) = 2? — у? +idzy. 
因此 
и(х,у) = 22—55 和 v(x,y) 一 2zy. 
如 果 使 用 极 坐 标 ， 我 们 有 
fire?) = (тей)? = re = ricos 20-1 віп 20, 
因此 
u(r,0) = ricos 20, wvw(r,0) = rsin 20. 
如 果 在 方程 (1) 和 (2) 的 任 一 情况 下 ， 函 数 " 取 值 恒 为 零 ， 那 么 了 恒 取 实数 值 ， 称 f 是 一 个 复 变 
量 的 实 值 函数 . ' 
例 з 下 面 我 们 介绍 一 个 在 本 章 中 将 用 于 阐明 一 些 重 要 概念 的 函数 
f(z) =| z |? = а Бу +10 


о BRE ORE RUM 10 节 的 区 域 ， 但 定义 域 一 般 不 是 区 域 


| 
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和 如果 w 是 堆 或 者 是 一 个 不 为 堆 的 正 整数 ， aos а» ал, °°, а 是 复 常数 ， 且 а KAZ, ЖА 
PA 
P(x) =a Бах а, =? +++ taz” 
被 称 为 是 一 个 n 次 多 项 式 . 注意 这 里 的 求 和 是 有 限 个 项 ， 并 且 和 定义 域 为 整个 平面 . 多 项 式 的 
商 P(z)/Q(z) 称 为 有 理 函 数 ， 它 们 的 定义 域 为 使 每 一 个 Q(z) 不 为 零 的 点 . 多项式 和 有 理 函 数 
构成 单 复 变 函数 的 一 个 重要 的 基本 类 型 ， | 
一 般 的 函数 概念 的 推广 指 的 是 如 下 法 则 ; 它 将 定义 域 中 的 = 映 为 多 个 值 ， 我 们 称 这 样 的 法 
则 为 单 复 变 多 值 函数 ， 与 实 变 函 数 中 的 多 值 函 数 相对 应 .在 研究 多 值 函 数 的 时 候 ， 我 们 往往 取 
定 其 中 的 一 个 分 支 ， 这 样 便 可 以 得 到 一 个 与 之 相对 应 的 单 值 函 数 . 
例 4 令 z 为 任意 的 非 零 复数 ， няе АПАН z” AMME 
2 二 士 Yrexp(i8/2)， 
这 里 r= 二 | = | 并 且 @( 一 Сосони arg z. 但 是 如 果 我 们 仅 选择 士 /的 正 号 并 记 
f(z) =Vrexp(i@/2),(r >0,-xn<O@<n), i © (3) 
则 函数 (3) 便 在 z 平面 上 对 不 为 零 的 数 有 定义 . 由 于 零 是 它 自身 唯一 一 的 平方 根 ， 我 们 可 以 令 f 
(0) 二 0， 这 样 ， 函 数 f 便 在 整个 复 平面 都 有 定义 . 


练习 
1. 给 出 下 列 函 数 的 定义 域 
ба) а) т (b) f(z) = Arg(1/z) 5 
z _ 1 
ол ФЕ 


ЖЖ: (a)z 关 士 i; (c)Re #70. 
2， 把 函数 = 十 z 十 1 表示 为 fe) 二 w(x，y) 十 iv(zx，y) 的 形式 . 
ЖЖ: (х Злу +х+1) +i у— у? ty). 
3, Ё (2) = а? 一 yy 一 2y 十 i(2X 一 27y). 其 中 zx 一 z 十 zy， 使 用 第 5 节 中 的 记号 
zz . 之 一 之 

2 和 - 


х 一 
把 f(z) 用 z 表 示 出 来 ， 并 化 简 . 
答案 : z +212. 
4. 把 函数 

Рб) 一 z 十 1/z (250). 


用 f(d=ulr, Ot+iv(r, OHBRRA WK. 
ЖЖ. (r+1/r)cos O+i(r—1/r) sin 8. 


12 ”映射 
实 变量 的 实 函数 的 性 质 往往 可 以 通过 它们 的 图 形 表 现 出 来 ， 但 是 当 =), HH w Az 
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是 复 变 量 的 时 候 ， 就 不 容易 找到 这 样 方 便 的 图 形 来 表示 函数 ， 这 是 因为 z Mw 在 一 个 平面 上 
而 不 是 在 一 条 直线 上 . 即便 如 此 ， 我 们 也 可 以 通过 表示 相应 的 点 =a, DM ш= (и, о) Ж 
AR PRAY SE Е. 这 样 做 时 ， 一 般 分 别 在 z 平 面 和 w 平 面 画 出 它们 . 

当 我 们 用 这 样 的 方式 去 考虑 一 个 函数 时 ， 通 常 把 它 视 为 映射 或 变换 .点 z 在 定义 域 S 上 
的 像 是 点 w= F(z) ， 所 有 包含 于 S 内 的 工 中 点 的 像 的 集合 称 为 工 的 像 集 ， 整个 定义 域 S 的 
像 称 为 f 的 值 域 ， 一 个 点 w 的 逆 像 指 的 是 在 定义 域 中 以 zw ЯН Ша, Тим 
像 可 以 是 单个 点 ， 多 个 点 ， 或 者 是 空 集 ， 当 一 个 点 的 道 像 是 空 集 时 ， 理 所 当然 地 ， 它 就 不 在 
f(z) 的 值 域 中 . 

诸如 平移 、 旋 转 、 反射 这 样 的 概念 将 被 用 于 表达 映射 的 几何 特征 ， 在 这 样 的 情况 下 ， 有 时 
把 平面 > 和 平面 w 等 同 是 很 方便 的 ， 例 如 对 于 映射 

w= z+1 = (zx 十 1) 十 1y， 
这 里 可 以 被 认为 是 ea tiy 向 右 平 移 一 一 个 单位 ， 因 为 i=e， 所 以 映射 
w = іх = rexp[i(0++ x/2)] . 
把 每 一 个 非 零 的 = 的 向 量 半径 绕 原点 按 逆 时 针 方向 旋转 一 个 直角 ， 这 里 Sre; 映射 
w=z= riy 
把 每 一 个 z=z 十 iy 以 实 轴 为 轴 做 反射 . 

通常 我 们 可 以 通过 描述 像 曲线 或 是 区 域 来 获得 更 多 的 关于 映射 的 信息 ， 这 样 往往 比 简单 的 
表示 单个 的 点 更 有 力 ， 在 如 下 的 例子 中 ， 我 们 将 通过 对 w= 二 x 的 研究 来 说 明 这 一 点 . 

我 们 开始 寻找 一 些 在 平面 中 曲线 的 像 | 

Я 1 根据 第 11 节 的 例 2， 映射 w= 2” 可 以 被 视 为 是 如 下 的 变换 : 

и = д? ry v= 2ху -.. КО 
映射 从 ry 平面 到 uv 平面， 这 种 形式 对 于 找到 双 曲 线 的 像 是 非常 有 用 的 . 
比如 很 容易 验证 ， 双 曲线 | 
22 一 多 一 cl (а > 0) (2) 
的 每 一 支 是 以 一 对 一 的 方式 映射 到 垂直 直线 и-с 上 ， 我 们 注意 到 当 (z，y) 是 在 两 个 分 支 中 某 
一 个 分 支 上 时 ， 从 方程 (1) 得 到 uo. 特别 是 当 (z，y) 在 双 曲 线 的 右 半 平面 的 分 支 上 时 ， 由 
(1) 的 第 一 个 等 式 ， RNA v= Parlor To ， 因 此 右 分 支 的 图 像 可 以 用 参数 坐标 表 下 为 


u = Cis = 2у./у? + с (— оо < у < оо), 


显然 当 点 (x， AEE РЕВ, 这 个 点 (z， 的 像 点 也 以 向 上 的 方向 沿 整 个 


直线 移动 (如 图 17). 
类 似 地 ， 由 于 wz 方程 对 
u = с» v=—2yVy Fa ([- оо < у < оо) · 
表示 的 是 位 于 左 半 平面 的 双 曲 线 的 图 形 的 参数 表示 ， 当 点 (z，y) 沿 着 左 半 平面 的 双 曲 线 向 下 
移动 时 ， 可 以 看 出 像 点 是 沿 着 直线 иа 向 上 移动 的 ， и 
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从 另 一 方面 来 说 ， 双 曲线 


27zy = с» (сз > 0) | (3) 


图 17 ш= 2? 


的 每 一 个 分 支 正如 图 17 所 未 ， 都 被 映 为 直线 осо. 为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 注意 到 从 (1) 的 第 
二 个 方程 得 到 : 当 (z，y) 在 每 一 分 支 上 时 ， 有 осо. 如 果 它 在 第 一 象限 的 分 支 上 ， 那 么 由 


y= 5 方程 (1) 的 第 一 个 等 式 揭 示 了 这 一 分 支 有 如 下 的 参数 表示 


их Ty’ v=o O<Mxr<oo) . 


注意 到 


lim u =— ро, limu = оо. 
ричи 


由 于 “连续 地 依赖 zx， 很 清楚 当 (z，?) 沿 着 双 曲 线 (3)7 的 上 面 一 支 向 下 运动 时 ， 它 的 像 沿 着 整 
个 水 平 直线 v= 向 右 运动 . 由 于 双 曲 线 (3) 的 下 面 的 一 个 分 支 有 参数 表示 


2 
u= — у?, 0 = С (一 ce < у < 0) 


并 且 由 于 


可 以 知道 当 点 (zx，y) 沿 着 双 曲 线 (3) 在 下 半 平 面 一 支 由 下 向 上 运动 时 ; 它 的 像 沿 着 整个 水 平 直 
B v=o 向 右 运动 (如 图 17 М. 

下 面 我 们 用 例 1 来 找 出 一 些 区 域 的 像 : 

#2 КЕ 2220, у>0, ху<1 是 由 满足 2ry=c 的 上 半 双 曲线 上 的 点 组 成 ， 其 中 (0 到 
с<2) (如 图 18)， 由 例 1 我们 知道 当 一 个 点 沿 这 些 分 支 当 中 的 一 个 向 下 移动 ， 那 么 它 的 像 就 在 
映射 ww 一 2 的 作用 下 沿线 v=c 向 右 移动 . 因为 当 с 取 值 在 0 和 2 之 间 时 ， 这 些 分 支 盖 满 了 区 
域 z>0，y>>0，zy<1， 整 个 区 域 被 映 为 水 平 带 形 区 域 0<<v<2. 

由 方程 (1)， 可 见 , 平面 < 上 的 点 (0，y) 的 像 为 (一 六 ，0)， 因 此 当 (0，y) 沿 y 轴 向 下 向 原 
点 移动 ， 它 的 像 沿 负 的 и 轴 向 右 移动 并 在 ww 平面 达到 原点 ， 那么， 既然 点 (z，0) 的 像 是 
(2, 0), 42, OW xz 轴 从 原点 向 右 移动 ， 它 的 像 也 沿 u 轴 自 原点 向 右 移动 。 双 曲线 zy 一 1 


解析 函数 


在 上 半 平 面 分 支 理 所 当然 地 就 是 水 平 直线 v= 二 2， 那 么 很 明显 地 ， 闭 区 域 + 宇 0， у20, ху<1 
被 映 为 闭 带 形 O<v<2, ИИ 18 所 示 . 


y 


A D 


图 18 w= =? 


我 们 将 要 看 到 极 坐 标 在 分 析 映 射 的 时 候 是 多 么 的 有 用 . 
例 3 用 极 坐 标 表示 ， 那 么 w= 二 zx? 可 以 写 为 
w= re” 
其 中 z=re”. 因此 如 果 w=pe*, RATA ре? =r eH AB 8 节 开 始 部 分 的 楷体 文字 告诉 我 们 
p=r, $= 204+ 2kx 

这 里 & 取 值 为 & 一 0， 士 1， 士 2，…， 很 明显 要 找到 每 一 个 非 零 的 z 的 像 ， 只 要 把 z 的 模 平方 ， 
再 把 它 的 幅 角 arg = 变 为 两 倍 即 可 . 

可 以 观察 到 圆周 r=r 上 的 点 z 二 roe”* 被 映 为 圆周 po 二 地 上 的 点 wrie”, У — АА 
上 的 点 以 逆 时 针 的 方向 从 正 实 轴 向 正 虚 轴 移动 (如 图 19 所 示 )， 它 的 像 的 图 形 在 第 二 个 圆周 上 
以 逆 时 针 的 方向 从 正 实 轴 向 负 实 轴 移 动 ( 参 看 图 19)， 因 此 当 ro 取 遍 所 有 正 实数 ， 相 应 的 z 和 
w 平面 上 的 弧 就 可 以 分 别 盖 满 第 一 象限 和 上 半 平 面 . 映射 w= 22 在 平面 的 第 一 象限 r 宇 0， 
0<0<л/2 是 一 一 对 应 的 ， 并 将 其 映 为 平面 w ВО ЕЗЕТ 220, 0<0< л, WA 19 所 示 . 点 = 
三 0 自然 地 就 被 映 为 点 w= 二 0. 


图 19 ш= 2? 


映射 w= 2° 也 将 上 半 平 面 7220, 0<0< 映 为 整个 包 平 面 ， 然而 在 这 种 情况 下 它 不 是 一 
一 对 应 的 ， 这 是 由 于 z 平 面 上 的 正 实 轴 和 负 实 轴 都 被 映 为 了 w 平面 上 的 正 实 轴 . 

当 nn 是 一 个 大 于 2 的 整数 的 时 候 ， 映 射 w= 2" CB ре? 二 re”) 的 各 种 性 质 都 和 w= 2? 的 性 质 
相似 .这样 的 一 个 映射 把 z 平 面 映 为 ww 平面 ， 且 ww 平面 上 的 每 一 个 非 零点 都 是 z 平 面 上 7 个 不 同 点 


的 像 ， 圆 周 ~ 一 mm 被 映 为 圆周 p= is 扇形 ‚к, ОЗОН ос, В 
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在 第 3 章 里 我 们 将 介绍 和 研究 不 是 多 项 式 的 一 些 初 等 函数 的 性 质 ， 第 3 章 将 以 下 面 的 指数 
函数 开始 : 


e = ee? (= == х +1у) (1) 
在 这 里 两 个 因子 e Me 是 有 定义 的 ( 见 第 6 №). 注意 定义 (1) 式 可 以 被 写 为 


ett? = ete 


这 可 以 从 微 积分 中 广为人知 的 指数 函数 运算 公式 


得 到 提示 .这 一 节 的 目的 就 是 要 用 e 向 读者 再 提供 其 他 一 些 推理 比较 简单 的 映射 例子 ， 我 们 
从 考察 水 平 线 和 垂直 线 的 像 开始 . i | 
例 1 映射 
w= е" | (2) 
可 以 写 为 pe* ее, ZE х= гіу, w=pe*, НШ p=, $=уУ+2ик, ЖИ, п 是 某 一 整数 
CB 8 节 ); 映射 (2) 可 以 表示 为 
р= ё, ф = у (3) 
在 竖 直 的 直线 x 二 c 上 的 点 * 一 (cu，y) 的 像 在 za 平面 上 有 极 坐 标 o 一 exp crs = у, ощ. 沿 直 
线 向 上 移动 ， 像 也 沿 图 20 所 示 的 圆周 着 时 针 方 向 移动 ， 直线 的 像 显然 就 是 整个 圆周 ;圆周 上 
的 每 一 个 点 都 是 直线 上 间隔 为 .2r 的 无 数 多 个 点 的 像 . 
水 平 的 直线 у= с 被 一 一 地 映 到 射线 с 上 ， 为 了 表明 这 一 点 ， 我 们 注意 到 点 z= (2, 
cz) 的 像 有 极 坐 标 o 二 e*，$ 二 c;， 于 是 很 明显 ， 当 点 z 沿 整 条 直线 从 左 向 右 移动 ， 它 的 像 沿 整 条 
射线 $==cs 向 外 移动 (如 图 20 所 示 ). 


20 w=expz 


水 平和 竖 直 的 线段 分 别 被 映 为 射线 的 一 部 分 和 贺 弧 ， 通 过 观察 例 1 很 容易 就 可 以 得 到 各 种 
区 域 的 像 ， 这 就 是 下 面 的 例子 将 要 表明 的 . 

例 2 RAH BRO о 将 长 方形 区 域 a<2<by cS yK<d RHE <<, 
c 之 $ 过 4d， 这 两 个 区 域 相应 的 部 分 和 它们 的 边界 可 见 图 21， 竖 直线 上 的 线段 AD ава 


M У = Ж | 31 


M p=e, Kpd, WA AD’. CAD 右 侧 连 接 水 平 边界 的 线段 BC 的 像 是 更 大 的 圆 弧 ， 
显然 ， 线段 BCH REAM рё, са, 记 为 В'С'. М d 一 c<<2r 时 ， 映射 是 一 一 的 ， 
特别 是 如 果 c=0，d=xr， 那 么 0 委 Y xs 并 且 长 方形 区 域 被 映 为 半圆 环 ( 如 附录 B 图 8 所 
示 ). 


图 21 ш=ехр = 


在 这 里 我 们 用 水 平 线 的 像 去 找 出 水 平 带 形 的 像 . 

例 3 Swe ht, ERP Оул 的 像 为 岂 平 面 的 上 半 平 面 .-g 关 0( 如 图 22)， 这 一 点 
可 以 通过 回忆 例 1 中 水 平 直线 y=c 映 为 从 原点 出 发 的 射线 $ 二 c 而 得 到 . . 当 实 数 < 从 < 一 0 增加 - 
到 c= 二 x，y 的 截 线 从 0 增加 到 х, AMR AAA А 6—0 增加 到 $8 一 x， 这 个 映射 正如 附录 В 
图 6 所 示 ， 其 两 个 区 域 对 应 边界 上 的 点 都 已 标明 . 


练习 
1. 参照 12 节 的 例 1， 找 出 = PHERI w=? 下 其 像 区 域 为 正方 形 ， 基 边 界 由 直线 u 
=], u=2, о=1, v=2 所 围 成 的 区 域 ( 见 附录 B 图 2). , 
2， 找 出 并 且 画 图 说 明 ， 在 映射 woe? 下 ， 双 曲线 . ， 
0 — у? = дба <0). В 2zy = cle < 0) 
的 像 以 及 相应 的 方向 . 
3， 作 图 表示 扇形 rsl, осоЕ BRAT ИЖ, 


(a)w= 2? ; (b)w=2'; (с) == 2*. и! 


4， 证 明 直 线 ay 二 x(a 闫 0) 在 映射 w= exp = 下 的 像 为 螺旋 线 p= expat), Ht w= expli). 


[42] 
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5， 通 过 考虑 水 平 线段 的 像 ， 证 明 在 映射 w= 二 exp = 下 长 方形 区 域 a 委 z 委 89，c 委 yy 委 4 的 像 
为 e* 志 pe ，c 志 $d( 正 如 13 WA 21 中 所 示 ). 

6. 证 明 在 映射 w=exp z 下 附录 В 图 .7 所 示 的 边界 和 区 域 的 对 应 关系 成 立 . 

7. НЯ 250, OS yn ERB w= 二 exp zx 下 的 像 ， 并 且 表 示 出 相应 的 边界 
对 应 . 

8. HFAA w= | (2) = ибх, 3) 十 io(z， y) 的 另外 一 种 解释 是 可 以 将 其 视 为 在 函数 f 的 
定义 域 上 的 向 量 场 ， 函 数 把 每 一 有 定义 的 z 映 为 向 量 о, ROBB uz, у), о(т, у). 把 下 


列 向 量 场 用 图 表示 出 来 ，(a)w=iz; (b)w= 


14 极限 


设 /在 z 的 去 心 邻 域内 有 定义 ( 见 第 10 节 )， 当 z 趋 近 于 xz。 时 f(z) 的 极限 为 wo, 
或 是 


之 
ЕЕ 


` lim fÇ) = Wos : ， (1) 


指 的 是 w= (=) ЯГА w, 只 要 我 们 选 的 点 z 足够 地 接近 z。 PETE Е. 下 面 我 们 将 
给 出 极限 的 严格 并 且 便 于 应 用 的 定义 : 
(1) 式 表明 对 每 一 个 正 实数 <e， 存 在 一 个 正 实数 5， 使 得 
ЩО | z 一 zo | 过 8 时 ， 有 | f(x) 一 wo |< е. (2) 
从 几何 意义 上 来 说 ， 这 个 定义 指 的 是 ， w 的 每 一 个 。 邻 域 | w— w | 二 e， 都 有 z 的 一 个 
SH PM O< | z 一 z | <8, 使 得 其 中 的 每 一 个 = 的 橡 也 位 于 zi 的 s 部 域 中 (如 图 23 所 
т). 


2%, Еа O< | z-z | <8 的 所 有 的 点 ， 也 并 不 要 求 它们 的 像 要 填 
满 整个 邻 域 | w—w | 二 e， 例 如 : 如果 f(z) 为 常数 w。， 那 么 x 的 像 总 是 整个 邻 域 的 中 心 点 
жж. 一 旦 6 被 找到 ， 那 么 它 还 可 以 由 更 小 的 正 实数 代替 ， 比 如 说 8/2. ' 

容易 证 明 ; SHARK f(z) 在 一 点 zo。 存在 极限 值 ， 那 么 极限 是 唯一 的 ， 为 了 证 明 这 一 
点 ， 我 们 设 


lim f(z) = wor. limf(z) = w. 


那么 对 于 任意 的 正 实数 e, 存在 正 实 数 ô 和 0， 使 得 
4O<|ze-HI<d 8, Ж | f(z) > w |< є, : ， be 
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并 且 
当 0<|z 一 z |< М, | f(z) 一 wi |<, 
因此 如 果 0< | 2—2, | <8. Род 和 8 当中 较 小 的 一 个 ， 那 么 我 们 有 
| wi —w |= | О) — w] (АС) — wil [<] fl) — w | 十 | f(x) ол <ete = 2e 
但 是 | wi 一 wo | 是 非 零 的 常数 ，e 可 以 选 得 任意 小 ， 所 以 
ил — w = 0. 
定义 (2) 要 求 定义 在 z。 的 去 心 邻 域内 ， 当 z 是 f(z) 的 定义 域内 的 一 个 内 点 时 ， 这 样 的 去 心 
邻 域 当然 总 是 存在 的 . 我 们 可 以 通过 如 下 的 方式 来 把 极限 的 定义 拓宽 到 当 zx。 是 边界 点 的 时 候 : 
只 要 让 不 等 式 (2) 中 的 z 同时 在 区 域内 且 在 去 心 邻 域内 . | 


Я: 我 们 将 要 证 明 如 果 /F(z) 一 人 在 开 圆 | = | <1 内 ， 那 么 


lim Са) = 55 (3) 
点 1 位 于 三 的 定义 域 的 边界 上 ， 观 察 到 当 在 区 域 | z | 二 1 时 
1 iz 1 2—1 | 
[rœ |= 12-4 = ==. 


因此 对 于 这 样 的 z 和 任意 的 正 实数 e( 如 图 24)， 


мо 11 =, | до -+ |< 


因此 当 $ 是 等 于 或 者 小 于 2e 的 正 实 数 时 ， 在 0< | = | <1 中 的 任意 点 都 满足 条 件 (2). 

WR zo 是 f 的 定义 域 的 内 点 ， 极 限 (1) 存 在 ， 不 等 式 (2) 中 第 二 个 应 该 对 去 心 邻 域 0 二 | z 
一 zo | < 内 的 所 有 点 z 都 成 立 ， 所 以 符号 z= 一 z。 表示 x 允许 以 任意 的 方式 趋 近 于 z。， 而 不 是 
以 一 特定 的 方向 ， 下 面 的 例子 将 要 强调 这 一 点 . 

例 2 如 果 


f(z) = Ё, (4) 


则 极限 
lim f(z) (5) 
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不 存在 ， 如 果 它 存在 的 话 ， 可 以 使 点 z=(z，y) 以 任意 的 方式 趋 于 原点 而 极限 值 是 唯一 的 ， 但 
是 当 =(z，0) 是 实数 轴 上 的 非 零点 ( 见 图 25) 


f(z) = ZEE 1, 
x— 10 


且 当 zx==(0，y) 是 虚 轴 上 的 非 零点 


_ Ott __ 
f(z) = 05 = 1. 


y 


图 25 
于 是 ， 让 z 沿 实 数 轴 趋 于 原点 ， 我 们 就 发 现 极 限 值 为 1; 另 一 方面 ，z 沿 虚 轴 趋 于 原点 ， 极 限 
值 为 一 1 但 是 由 于 极限 是 唯一 的 ， 因 此 (5) 的 极限 是 不 存在 的 . 


定义 (2) 给 出 了 一 种 判断 所 给 的 点 w。 是 否 是 极限 的 方法 ,但 是 并 未 给 出 求 极限 的 方法 .下 
一 节 里 所 给 的 极限 定理 将 使 我 们 能 够 求 得 更 多 的 极限 . | 


15 极限 定理 


我 们 可 以 通过 建立 单 复 变 函数 的 极限 和 二 元 炎 量 的 实 函 数 极限 之 间 的 联系 ， 来 探索 极限 的 
求法 .而 在 微 积分 中 ,求实 函数 的 极限 我 们 是 熟悉 的 ， 我 们 可 以 轻松 地 运用 它们 的 定义 和 


性 质 . 
定理 1 设 
f(z) = и(х,у) tiv(r,y), zo = Zo 二 iyo, Wyo = tw + ivo. 
那么 | | 
lim f(z) = w (1) 
当 且 仅 当 | о 
ит, У) =u А Jim Urry) = v. (2) 


1 
(х,у) (roy Cry) (ro 


为 证 明定 理 ， 我 们 首先 设 (2) 成 立 ， 由 此 得 到 (1) 中 的 极限 ， 由 (2) 可 以 知道 ， 对 任意 的 正 
实数 e， 存 在 正 实数 8 和 д, 使 得 


що Ос то)? (у уо) < s В, Ai | и ш |<, (3) 
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并 且 
当 0<VIz 一 z + <, Жи |< 5. (4) 
4 5 жд, Тод. 当中 最 小 的 数 ,， 由 
| Cat iv) — Cty + ivo) |= | (и-и) +ilu— v) {| u— u | 十 | э— w 
和 


Ма = х) (у yo)? =| (ко) Hily yo) | =| (a iy) — C tiyo) |, 
从 (3) 和 (4) 所 述 ， 


| Cut tv) 一 (ao + ivo) |< У = є 
у, НЕ 
o<] (х + iy) — (xo + iyo) |< 人 


这 就 是 说 ，(1) 中 的 极限 存在 . | 
现在 我 们 假使 (1) 中 的 极限 在 在 ， 由 此 ， 对 于 每 一 个 正 实数 e， 存 在 一 个 正 实数 9， 使 得 


| Cutiv) — Clu + о) |< є (5) 
ЖУ, ЯЖ 
0<| (xtiy) — (a + iyo) |< 8. (6) 
但 是 
| u— us |<] (и = ио) +ilv— w) |=] (ut йо) — Clu + ive) |, 
| v— vw |<] (а = uo) Бібо w) |=] (ut iv) 一 (ae + ivo) |, 
ЯН 


| Ce tiy) — що |= | (r — хо) + Ку) |= Be)? FO уо)". 
因此 由 不 等 式 (5) 和 (6)， 可 知 
| [и—ш 1< е, |v-wl<e 
成 立 ， 只 需 
< HRY FG pw <3 
这 样 就 得 到 了 极限 (2). 证 毕 . 7 ‘ 


定理 2 设 | | 
limf() =w, ИВ limF(z) = W。 | (7) 

那么 ， . А 
lim[ f(z) + Е] = w +У,, (8) 


z Zo 
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HH, wRWHO, 


lim fe = wo (10) 
这 个 重要 的 定理 可 以 由 单 复 变量 函数 的 极限 的 定义 直接 证 明 ， 但 是 如 果 用 定理 1， 那 么 由 
二 元 的 实 函 数 的 极限 理论 ， 我 们 几乎 可 以 直接 得 到 这 个 定理 . 
例如 为 证 (9) ， 我 们 写 
РС=) = и(х,у) + ivl(xsy), Fe) = О(х,у) +1 (х,у), 
Zo = хо H iyos Wo = и tivo, Wo =U. №, 
那么 ， 根 据 (7) 的 假设 条 件 和 定理 1， 当 (z，y) 趋 于 (ze，yo) 时 ， 相 应 的 函数 上 、v、U 和 Y 的 
极限 存在 并 且 分 别 为 wo。、vo。、U。 和 Vo。 所 以 乘积 
fz)F(z) = (uU — У) + iC + uV). 
当 (z，y) 趋 于 (zx。，yo) 时 ， 其 极限 的 实 部 和 虚 部 分 量 分 别 为 wUo 一 woVo。 和 woUo 十 woV。， 因 此 
由 定理 1]， 当 z 趋 于 xz。 的 时 候 ;，f(z)F(z) 有 极限 
(uoUo — У) + Ко + woVo) 
BREF woW。， 这 样 (9) 式 就 成 立 了 .相应 地 ， 我 们 可 以 证 明 (8) 和 (10). 
由 14 节 的 极限 定义 (2) 容 易 看 出 


limec =c В limz = 2,, 
z— zo 2—10 


这 里 z 和 < 是 任意 的 复数 ， 并 且 由 性 质 (9) 和 数学 归纳 法 ， 可 知 


limz* = z5 (n= 1,2,°""). 
zo 


所 以 ， 通过 观察 (8) 和 (9)， 多 项 式 
Р(х) = а Бах + azz + а", 
м ар 时 的 极限 是 多 项 式 在 该 点 的 取 值 
lim P(z) = Р(=,). | (11) 


16 涉及 到 无 穷 远 点 的 极限 


把 无 穷 远 点 co 归 信 复 平面 ， 并 且 使 用 与 之 有 关 的 极限 ， 在 很 多 时 候 是 很 方便 的 这 样 的 平 
面 被 称 为 扩充 复 平面 ， 要 观察 无 穷 远 点 ， 可 以 把 复 平 面 想像 为 以 原点 = 一 0 为 中 心 的 球面 沿 赤 
道 的 投影 (如 图 26)， 平面 上 的 每 个 点 .= 对 应 球面 上 的 一 个 点 PP， 点 由 通过 点 x 和 北极 的 直 
线 与 球面 的 交 所 确定 .我 们 以 同样 的 方式 可 以 知道 除 北极 点 外 球面 上 的 每 一 点 Р 都 对 应 平面 
上 的 一 点 z， 让 球面 上 的 北极 点 N 对 应 无 穷 远 点 ， 这 样 我 们 就 可 使 扩充 的 复 平面 和 球面 上 的 点 
之 间 建 立 一 一 的 对 应 关系 这样 的 球面 被 称 为 黎 受 球面 ， 对 应 部 分 则 被 称 为 球 极 投影 . 

可 以 看 到 复 平面 上 以 原点 为 中 心 的 单位 圆 的 外 部 与 上 半球 面 除去 赤道 和 北极 点 的 部 分 相对 


应 ， 并 且 ， 对 每 一 个 正 实数 es， 在 复 平面 上 的 圆周 | > | 一 二 外 的 点 对 应 于 离 北 极点 很 近 的 点 ， 
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因此 我 们 把 集合 | = | 之 过 叫 作 cc 的 一 个 e А, 


我 们 这 样 约定 ， 当 说 一 个 点 =， 我 们 指 的 是 有 限 的 平面 ， 并且 今 后 在 本 书 中 ， 当 考 虑 的 是 
无 穷 远 点 时 ， 我 们 都 将 会 特别 地 指明 . 
现在 可 以 很 容易 地 给 出 下 述 式 子 的 含义 : 
lim f(z) = Wo 
其 中 z MA w Жоо, RABE MBM. 在 14 节 当 中 ， 我 们 只 要 简单 地 把 zx M w 的 适当 
的 邻 域 用 点 ce 代替 . 下面 的 定理 表明 了 这 一 点 . , 
ЖН юж: fw 分 别 是 zx 和 也 平面 上 的 点 ， 那 么 


lim f(e) 一 co ERY lim AD 一 0 | (1) 

Ж в. ， ， 
limf(z)= wo 当 且 仅 当 limf(1/z) = w. (2) 
lim f (2) = о Ж А45 й lim 775 AD = 0. (3) 


我 们 以 如 下 的 方式 证 明 : 首先 注意 在 (1) 中 的 极限 意味 着 对 于 每 一 个 正 实数 es， 存在 一 个 正 
实数 8$， 使 得 
当 0 | z 一 w% | 之 8 时 ， 有 | f(z) 1> 2, (4) 


这 就 是 说 ， 当 点 = 位 于 r 的 去 心 邻 域 0< | z 一 aa | <8 时， 点 w= со | w | > 


土 ， 因 为 (4) 可 以 被 写成 


当 0 过 |z 一 | 二 8 时 ， 有 | 一 


Ко) 
由 此 便 可 以 得 到 (1) 中 的 第 二 个 极限 . 
(2) 中 的 第 一 个 极限 意味 着 ， 对 于 每 一 个 正 实数 。， 存 在 一 个 正 实数 8， 使 得 


4 | =1> №, A | f(z) — w (< є. (5) 


—0| <, 


如 果 以 1/z 代替 xz， 就 可 以 得 到 以 下 的 结果 


[49] 
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最 后 ，(3) 的 第 一 个 极限 可 以 被 解释 为 对 于 每 一 个 正 实数 s。， 存 在 一 个 正 实数 8$， 使 得 


=> 5 М, Alfo (>, (6) 
如 果 以 1/z 代替 zx， 就 可 以 得 到 以 下 的 结果 
当 0 <| 2—0 |< 58+, # |алу <s 
这 就 给 出 了 (3) 的 第 二 个 极限 . 


я ”观察 
一 1213 _ 
5 一 0 有 lim gy = 
(ИЕ: В+ _ ЕЕ 
Flim Gray т; 2 有 lim Е 2. 
更 进一步 
1 . 
на > СБ = 0 有 lim Eh = о 
23 
17 连续 性 
一 个 函数 f 称 为 在 点 zo 是 连续 的 ， 如 果 下 面 所 有 的 条 件 都 满足 ， 
lim f(z) 存在 ， <) 
f(zo) HA, (2) 
| lim f(2) = УС). (3) 


可 以 看 到 实际 上 (3) 包 含 了 (1) 和 (2) 的 结论 ， 办 为 等 式 两 边 的 量 的 存在 性 是 隐 售 在 其 中 的 (3) 
AAA: 对 每 一 个 正 实数 e。， 存 在 一 个 正 实数 8， 使 得 | 
当 | zx 一 zo | 过 56 时， Al 00) fæ) |< є. (4) 

一 个 单 变量 的 复 变 函数 称 为 在 区 域 R 上 是 连续 的 ， 如 果 它 在 这 个 区 域 R 上 每 一 点 都 连续 . 

如 果 两 个 函数 都 在 某 一 点 连续 ， 那 么 它们 的 和 与 积 也 在 该 点 连续 ; 当 被 队 的 函数 在 该 点 不 
为 零 ， 那 么 它们 的 商 也 在 该 点 连续 .这 些 结论 可 以 由 15 节 的 定理 2 直接 得 到 . 注意: 由 15 节 
的 极限 (11) 可 以 得 到 这 样 的 结论 ， 多 项 式 在 整个 平面 上 是 连续 的 . | 

我 们 给 出 连续 函数 的 两 个 所 期 望 的 性 质 ， 它 们 的 证 明 不 是 很 容易 的 .我 们 的 证 明 建 立 在 
(4) 的 基础 之 上 ， 下 面 我 们 给 出 定理 和 证 明 过 程 . 

定理 1 两 个 连续 函数 的 复合 仍然 是 连续 的 . 

这 个 定理 的 更 精确 的 表述 包含 在 下 面 的 证 明 过 程 当 中 . 设 w 一 A(z) 为 一 个 在 x 的 邻 域 
| = 一 | < 有 定义 的 函数 ， 令 WW 二 g(w) 为 定义 域 包含 的 像 ( 见 12 HBR. ВАМА 
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= ГРС) RARA ИУ Е | = и | <8 内 的 点 有 定义 ， 现 在 假使 了 在 点 z。 连续 ，g 在 w 
平面 中 的 点 f(x) 连续 ， 则 根据 g 在 (zo) 的 连续 性 ， 对 于 每 一 正 实数 。， 存 在 一 个 正 实数 у, 
使 得 

当 | f(z) 一 f(zo) | 二 7Y 时 ， 有 | glo] gfe] |< e. 
( 见 图 27) 但 是 f 在 点 х, 的 连续 性 保证 了 邻 域 | z 一 z。| 过 6 可 以 选 得 足够 小 使 得 第 一 个 不 等 式 
成 立 ， 这 样 我 们 就 得 到 了 g[ f(z)j 的 连续 性 . 


‚А \ 
Ао | 


定理 2 худо 连续 并 且 不 为 零 ， 那 么 在 该 点 的 某 个 领域 有 f(z) 50. 
假使 了 在 点 z。 连续 并 且 不 为 零 ， 我 们 可 以 通过 以 正 实数 二 刀 22 代替 (4) 当 中 的 来 证 
明 ， 这 告诉 我 们 存在 一 个 正 实数 人 使 得 


当 |z 一 zo |< В, 有 | Fa f) |< feet, 


因此 如 果 有 一 个 点 z 位 于 邻 域 | z 一 z。| < 内 并 且 使 得 f(z) 二 0， 我 们 就 得 到 矛盾 


这 样 我 们 就 得 到 定理 的 证 明 . 
ТЕЖ 
fz) =ulz,y+iv(ary) . (5) 
的 连续 性 依赖 于 其 分 量 w(z，y) 和 v(xz，y) 的 连续 性 .注意 : 例如 由 第 15 节 的 定理 A 
的 通 数 在 点 (zo。，yo) 连 续 当 且 仅 当 它 的 每 一 分 量 都 在 该 点 连续 ， 为 表明 这 个 论述 的 作用 ,假设 
(5) 中 的 函数 在 有 界 闭 区域 В 中 是 连续 的 ( 见 第 10 节 )， 那 么 函数 
在 RR 中 是 连续 的 ， 因 此 在 该 区 域 的 某 个 点 达到 最 大 值 ?， 这 就 是 说 ，f 在 R 上 有 界 且 | f(z) | 


© pilin, BRA. Е. Taylor апі М. R. Mann, Advanced Calculus, 3d éd. pps. 125-126 and р. 529, 1983. 
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在 R 上 达到 最 大 值 ; 更 准确 地 说 ， 存 在 一 个 正 实数 M， 使 得 


对 任意 的 xz € Р, 有 | f(z) |< М. (6) 
这 里 等 式 至 少 对 一 个 = RA. 
练习 
1. 用 14 节 的 极限 定义 (2) 来 证 明 
(a)limRe z= Re z; (b) limz =z ; (olim 生 一 0 
2. 用 14 节 的 极限 定义 (2) 来 证 明 ( 其 中 4a，5，c 为 复 常数 ) 
(a) lim(azt+b) =ағ +b; — Cb) lim (=? +c) =z +c; 


(c) lim [Еж у) ]=1++ (z=atiy). 
令 为 正 整数 ，P(z) 、Q(z) 为 多 项 式 且 Q(zo) #0, Я 15 节 定 理 2 以 及 其 中 出 现 的 极 


限 来 求 下 述 极限 : 
(ат #005 blim” 2, limes 
1 P(x) | 
ЖЖ. ; 
ER. CAs (60; OBL. 


E 用 数学 归纳 法 和 15 节 当 中 的 极限 性 质 (9 证 明 
limz? = 27, 


这 里 n 为 正 整数 (n= 二 1]，2，…:). 
5. 证 明 当 z 趋 于 0 时 ,下面 函 数 的 极限 是 不 存在 的 : 


f= (2) | 
可 以 通过 如 下 的 方式 证 明 : 让 非 零 的 点 х= (х, OM > 一 (z， z) 分 别 趋向 原点 . (注意 : 
如 同 14 节 的 例 2， 仅 考虑 z= 二 (zx，0) 和 z= 二 (0，y) 是 不 够 的 . ) 

6， 用 下 面 的 方法 ,证 明 15 节 定 理 2 中 的 (8)， 
(a)15 节 定 理 1 当中 二 元 实 函 数 的 极限 的 性 质 ; 
(b) 14 节 当 中 极限 的 定义 (2). 
т. 用 14 节 当 中 极限 的 定义 (2) 证 明 

In Flim f(z) = wo 则 lim | f(z) |=| w |. 
提示 : 观察 第 4 节 的 不 等 式 (8) 可 以 写 为 

| F(z) | 一 | wo ll <I fe) — wo |. 

8. 通过 Az=z— zo 这 样 的 方式 证 明 

lim f(z) = = w 的 充 要 条 件 是 lim f(zo 十 Az) = w. 


9. 证 明 : 如 果 存在 正 数 M 使 得 | g(z) | <M 在 zo 的 一 个 邻 域内 成 立 ， НШ f(z) —0, 


ж 7% М 41 


lim f(z)g(2) = 0， 
10. 用 16 市 的 定理 证 明 


2 2 
(alim < =4; (b) im. т= OO; (они = o, 
pan соо Ba 


= (2—1) eri (z— 

11. 用 16 节 的 定理 证 明 当 
(Te) = 20 (аа к #0), 

时 ， 有 

(a) MFR с=0 MlimT(z) =00; 

(b) 如 果 c 关 0 则 lim T 2) =a/c Н lim T(z) 一 co， 

12. 说明 为 什么 无 穷 远 点 处 的 极限 是 唯一 的 . 

13. 证 明 集 合 S 是 无 界 的 ( 见 第 10 节 ) 当 且 仅 当 无 穷 远 点 的 每 一 邻 域 都 至 少 含 S 中 的 一 
TA. ' 


18 导数 


A> /为 定义 域 包含 点 zo 的 一 个 邻 域 的 函数 ， 那 么 了 在 点 xz。 的 导数 ， 记 为 /(z)， 由 下 面 
的 等 式 定义 


f (a) = lim L So) a) 
=— zo 之 一 Zo i 
(假定 这 个 极限 是 存在 的 )， 如果 f 在 点 zo 的 导数 存在 ， 则 称 为 它 在 该 点 是 可 微 的 . 
通过 对 定义 (1) 里 面 的 变量 > 用 新 的 复 变 量 
Az = 2 — 2 
来 表示 ， 我 们 可 以 将 定义 写 为 
file) = lim Ls 工人 (2) 


注意 ; 因为 上 是 在 хо 的 整个 邻 域 有 定义 的 ， 所 以 当 | Az | 充分 小 的 时 候 ，F(ze 十 Az) 总 是 有 
定义 的 (如 图 28). 
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-一 


当 考虑 (2) 中 的 导数 的 定义 ， 我 们 经 常 把 关于 的 z 记号 舍弃 而 使 用 下 面 的 记号 

Aw = f(z Az) — f(z) 
这 个 记号 表明 (TA TE. WA RRS O, WR 
(2) REA 


dw _ |; Aw 
— = lim == 


dz aco Az 


(3) 
例 1 设 F(z) 一 过 ， 在 任意 点 = 


22 
lim Аш _ lim Cet Az) a zt lim (2z + Az) = 2z 
Az д=-=0 


azeo А2 Az—0 
既然 2z 十 Az 是 关于 ле 的 多 项 式 ， 就 有 9 一 2=， 或 者 f(z) =2e. 


例 2 下 面 考虑 函数 f= | 1°, RE 


дю _ | 2+4 Да [|= |? _ АЕ Ая) фм 1, АЕ 
Az . Az Е Az = et Arran 
ВЕНЕ, 那么 我 们 可 以 让 点 Az= (Ах, Ay) 以 任意 的 方式 趋向 于 原点 来 求 得 极限 . 


特别 是 ， 当 Az 在 实 轴 上 通过 点 (Az， 0) 水 平地 趋向 于 原点 ( 见 图 29), 
Az = Ax+i0 = Az— 10 = Ax+i0 = Az 


在 这 样 的 情况 下 


ae = ztAztz 


z 


因此 ， 如 果 人 的 极限 存在 ， 它 的 值 必 为 Z 十 z， 然 而 ， 当 Az 沿 虚 轴 通过 点 (0，Ay)? 坚 直 地 趋向 


原点 ， 则 | 
Az = 0 F iAy =— (0+ iAy) =— Az 
我 们 就 可 以 得 到 | 
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Аш -一 
Az = z+ ДЕ 


因此 ， 如 果 极 限 存在 ， 必 为 z 一 z， 因 为 极限 是 唯一 的 ( 见 14 节 )， 可 得 
zter=z-2z 


即 2—0, Ш Soe de Ba. 
下 面 我 们 证 明 在 = 一 0， 径 存在， 实际 上 ， 我 们 可 以 观察 到 当 一 0 时 ， 人 2 变 为 Az， 由 此 


可 知 当 且 仅 当 2—0, ete BH 0. 

Я 2 表明 一 个 函数 可 以 在 某 个 点 可 导 ， 但 是 在 这 个 点 的 任意 邻 域 都 不 可 导 . 因为 f(x) 二 
| z |? 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 

и(2,у) = 2? у Ж (х,у) = 0 (4) 

所 以 ， 这 个 例子 也 表明 : 即使 一 个 函数 在 某 个 点 有 任意 阶 的 连续 的 偏 导数 ， 它 也 未 必 在 该 点 
可 导 . 

函数 f(z) 二 | z | : 在 复 平面 上 每 一 点 都 是 连续 的 ， 因 为 它 的 (4) 中 的 每 一 个 分 量 都 是 连续 
的 。 所 以 函数 的 连续 性 不 可 以 保证 其 可 异性 ， 但 是 如 果 函 数 在 某 个 点 是 可 导 的 ， 那 么 它 在 该 点 
一 定 是 连续 的 ， 为 了 表明 这 一 点 ， 我 们 设 f(z) 存 在 并 且 写 为 如 下 的 形式 


lim[ f(z) — f(z0)] = lim ә lim(z — z) = fi (a) *0=0 
由 此 可 以 得 到 | 
lim f(z) = f(zo). 


这 就 是 f 在 xz。 的 连续 的 定义 ( 见 17 节 )， 
复 变 函数 的 导数 的 几何 意义 比 实 函 数 复杂 ， 我 们 将 把 它 放 到 第 9 章 . 


19 ”微分 公式 
18 节 中 导数 的 定义 和 实 函数 导数 的 定义 是 相 类 似 的 ， 实 际 上 ， 下 面 所 给 出 的 基本 的 微分 
公式 都 可 以 用 微 积分 的 方法 得 到 ， 在 这 些 公式 当中 ЕЕ MENGES HES ORES С), R 


们 可 以 根据 需要 随意 使 用 . 
c 为 复 常数 ，f 为 在 点 z 存在 导数 的 复 函 数 ， 很 容易 证 明 下 面 的 一 些 结论 : 
oe = 0, 4. =1, 是 [er(z] = СРС). a) 


并 且 如 果 ”是 一 个 正 整 数 


don = пх"), (2) 


dz 
这 个 公式 当 2540 时 对 于 负 整 数 e ERAH. 
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如 果 Г, 下 在 点 z 存在 导数 ， 那 么 


Lf + FT = ФЕ, (3) 


St fF = f(z) F'(2) + РЕ») (4) 
Ж#Н F(x) 40 时 有 


ре [= F(z) ў (ж) — ГЕ’ (х) 
dzLF(z) LE) F ° 


下 面 我 们 推导 (4)? 式 ， 我 们 先 把 f(z)F(z) 中 的 变量 写 为 
Aw= fæ + Az) F(z + Az) — УЕ 
= f(z) [Е( + Az) — Fi] + [f(z Az) — УС] ЕС Az). 


(5) 


于 是 


Aw _ Fæ) Ее Az) — Fle) | Л А) = fp. 4 Az), 
Az Az Az 


让 Az 趋向 零 ， 于 是 我 们 就 可 以 得 到 和 欲 证 的 f(z)F(z) 导 数 ， 在 这 里 我 们 使 用 了 FORA o Ж 
续 这 一 事实 ， 因 为 当 Az 趋向 零 时 ，F(z 十 Az) 趋 向 于 ЕС) (№, 17 节 的 练习 8). 
对 于 复合 函数 ， 微 分 的 链 式 法 则 也 是 成 立 的 . ME f 在 点 x。 有 导数 ，g 在 点 f(z。) 有 导 
№, ЛЕА РЖ Е (=) = 8 [ (=) МЕЖ z AFM, 并且 
F(z) = UDI C20) (6) 
如 果 我 们 采用 记号 w= ДО И =), ЯВА МЕ (=), HREM RRA 
dW _ dW dw 


dz dw ах’ 
例 sF22+1)° 的 导数 ， S w=2 ЖИ и, 那么 
а= +i” — бий dz = 20z(2z2 + 1)*. 
dz 
下 面 我 们 证 明 公 式 (6). 选择 一 个 F(zo) 存 在 的 点 zo。， 如 果 记 w = fla), 同时 也 假设 


g' (wo) 也 存在 ， 则 存在 wo № е ЗВ | w 一 wo | <e 使 得 对 所 有 的 w。 的 s 邻 域 | w—w | <e 中 
的 点 w RITUELS: OCw)=0 В. 


piw) = 8) Ew) (и) CH wA w BH). (7) 
wW — Wo 
注意 ; 根据 导数 的 定义 
lim Ф(10) = (8) 
因此 Ф(и) + w 连续 . 
于 是 (7) 可 以 写 为 下 面 的 形式 
g(w) — glu) = Le’ (о) + Bw wo) (| w— wo |< е? (9) 


这 个 式 子 当 w= w 时 也 是 成 立 的 ， 既 然 f(zo) 存 在， 那么 了 在 хо 也 是 连续 的 . 我 们 可 以 适当 . 
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地 选择 正 实数 $， 使 得 如 果 z TE xo 的 3 邻 域 | z 一 zo | <8 时，f(z) 在 wo М e BR | ww 一 wo | 
<e 中 这样 就 可 以 在 方程 (9) 中 当 x TE zo 的 6 邻 域 | z 一 zo。 | <8 时 ， 用 f(D PRE w， 在 
这 样 的 代 换 以 及 w= 二 f(zo) 下 ，(9) 式 就 成 为 


Е] — glS] _ tg TAD] ФС) LO fle) 


(0 一 | < 一 z | <8), (10) 
在 这 里 我 们 限制 Ax, FRERRERWE. 我 们 已 经 注意 到 Ez AER, OK w= 
f(zo) 点 连续 ， 于 是 复合 函数 B[f(z)] 在 зо 点 连续 ， 并 且 既 然 Ow)=—0, FB 

limo f(z) J == 0.. 


FY 2 趋 于 z。 时 ， 等 式 (10) 的 极限 便 成 为 (6). 


练习 
1. 用 19 节 的 结果 来 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(а) F(z) 一 3 于 一 2z 十 43 СЪ) f(z) = (1-427); 
1 _ (1+e2’) 
(с) (2) = 22 Ze 2 — 5); | (4) f(x) = z (2520). 
2. 用 19 节 的 结果 来 证 明 : 
(а)п(п21) к 20 


Р(х) = ao Жаға te Бал" (a, Æ 0) 
处 处 可 导 ， 且 导 函 数 为 ， | 
P' (z) = а + 2azz + e+ па„="". | 


(b)(a) 中 的 多 项 式 P(z) 的 系数 可 以 写 为 : 
ao = P(O),a, = PO ,0, = PO sa, = Р), 


3. 用 18 节 的 定义 (3) 来 直接 证 明 
当 f(z) = 1..9 On, @f@=— 


4. 设 020) 6020) =0, H (zo)，g'(zo) 存 在 且 不 为 零 ， 用 18 节 的 导数 定义 (1) 证 明 


Ге _ Р (2) 
lim 602) ga) 


5. HEE 19 节 的 两 个 函数 的 和 的 导数 公式 (3). 

6. 当 ?为 正 整 数 时 ， 使 用 下 面 的 方法 对 于 函数 2" 的 导数 ， 推 证 19 节 的 表达 式 (2) : 

(а)19 节 的 关于 两 个 函数 的 积 的 导数 公式 (4) 以 及 数学 归纳 法 . 

(b)18 节 的 函数 的 导数 定义 (3) 以 及 二 项 式 公 式 ( 见 第 3 节 )， 

7、 推 证 19 节 的 表达 式 (2) 对 于 函数 x" 的 导数 在 п 为 负 整 数 (” 一 一 1， 一 2，…) 时 仍然 是 
成 立 的 ， 其 中 250. 


1 
22 


9 


”提示 : 记 m 二 一 x， 使 用 两 个 函数 商 的 导数 公式 . 
8， 用 18 节 的 例 2 的 方法 证 明 在 任意 点 ， 下 列 函 数 的 导数 了 (z) 不 存在 . 
(а) (2) ==; (b) f(z) = Ве z; (е) f(z)=1m =. 
9. 设 /为 取 值 如 下 的 函数 : 


ros]? 当 z 尖 0 时 
0, X z = 0 hf 

证 明 ， 如 果 z=0， 那 么 在 实 轴 或 虚 轴 上 的 位 于 Az 平面 或 是 AxAy 平面 上 的 非 零 的 点 有 
аш 1. 然后 证 明 以 上 平面 上 的 点 (Az，Az) 在 直线 Ay 一 Az 上 有 “一 一 1 从 以 上 的 结论 推 


证 (0) 不 存在 . (注意 : 要 证 明 这 个 结论 ， 仅 仅 在 де 平面 上 以 水 平 或 是 竖 直 方向 趋 近 于 原点 
是 不 够 的 . ) . 


20 柯 西 - 黎 曼 方程 


在 本 节 中 ， 我 们 将 得 到 一 对 方程 ， 使 得 它们 刚好 为 函数 
f(z) =ulary) +ivlz.y) (1) 
的 分 量 函 数 и 和 w 在 点 zo 一 《xo。，wo) 的 一 阶 偏 导数 ， 即 f 在 点 (xz。，yo) 的 导数 存在 时 应 该 满足 
的 条 件 ， 我 们 还 要 证 明 如 何 用 这 些 偏 导数 来 表示 了 在 该 点 的 导数 7 (о). 
我 们 以 下 面 的 方式 开始 ; W х0 = х0 -іуо, Az=Artiðy В 
Aw= f(z + Az) — fle) 
= [u(x + Ах, у + Ay) — ulto» yo) ] iv (ro Ах, у + Ay) — (то ,yo)]， 
设 导 数 存 在 ， 即 | 


(2) = lim 2 
f (zo) = lim Az (2) 
从 第 15 节 的 定理 1 我 们 知道 
' = li Aw j | Aw 
f Co) = оќ Az +: а Шао Az’ (3) 


要 记得 ， 表达 式 (3) 在 我 们 以 任何 方式 让 (CAz，Ay) 赵 向 于 (0，0) 时 都 是 成 立 的 ， 特 别 是 ， 我 们 
让 (Arz，Ay) 通 过 (Az，0) 水 平 趋向 于 (0，0)， 就 如 图 29( 见 18 ф). 4 ду=о 时 ， 商 全 就 


成 为 
Aw — и(хо + Ах, уо) — ulto , Уо) ТЕ: + Ах, уо) — v(x, ‚ У) 


Az Ах Ах 
因此 
lim Ве А = lim TATI) ибо) (у) 
(Ах, Ду) (0.0) Az Ar+0 Ax 


HA 
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Im AW _ lim vx + Ах, уо) — обхо, у) 
Ar 一 0 


lim 
(Аг. Ay) (040) Az Ат 
在 这 里 и, (то, yo) A Vz(Czo， у) BARRE и Жо 在 (zs ? yo) 的 一 阶 偏 导数 . 用 这 些 表达 式 代 人 
(3) 就 可 以 得 到 


= v, (To ya) 


f (2) 一 и, (то ,yo ) + іо, Сх , Уо) (4) 
我 们 也 可 以 通过 点 (0，Ay) 让 Az 趋向 于 0， 在 这 种 情况 下 Az 王 0 并 且 
Aw ulxo Уо + Ay) 一 u(x yyo) yi2 ‚У + Ay) 一 v(x »¥o) 


Az iAy iAy 
— v(x Уо + Ay) 一 v(xo ,Yo) —i u (Xo 9 Уо + Ay) 一 u(x , Уо) 
Ay Ay ` 
很 明显 地 ， 有 
. Aw _ |: (т, + Ay) — о0о, уо) _ 
candi Re Az lim Ay = zo» ye) 
并 且 
. Aw __ А u(x s Уо + Ay) — u(x , уо) _ 
ао Az lim Ay — ty (09 Yo? 
因此 从 表达 式 (3) 可 以 得 到 
f(z0) = V, (хо, уо) — iu y (хо, Yo)» (5) 


这 里 о 的 偏 导 数 是 关于 y 的 ， 注 意 :〈5) 还 可 以 写 为 
f (zo) == ilu, (zo, у) + iv, (xo Yo). 
方程 (4) 和 (5) 不 仅 用 偏 导数 的 形式 给 出 导数 了 (zw) 的 表达 式 ， 而 且 还 给 出 (zo) 存在 的 必要 条 
件 ， 因 为 我 们 只 要 把 这 两 个 方程 的 实 部 和 虚 部 分 别 做 比较 ， 就 可 以 看 到 只 要 fate, RA 
и, Xo» Yo) = Vy C To s Yo ) зи, (хо, Yo) =— о, (хо, Yo) (6) 
为 了 纪念 发 现 它 们 的 法 国 数学 家 柯 西 (1789 一 1857) ， 以 及 后 来 对 单 复 变 函数 的 发 展 作 出 贡献 的 
德国 数学 家 黎 曼 (1826 一 1866) ， 人 们 把 方程 (6) 称 为 柯 西 - 黎 要 方程 . 
我 们 把 上 面 的 结论 归结 为 以 下 的 : 
定理 设 
f(z) = и(х,у) iv (ry) | 
ЖА 了 (2) 在 点 zo 二 zo 十 iyo A, MATE u kv 的 一 阶 偏 导 数 在 点 zo 一 To 十 iyo 存在 ， 且 在 
该 点 满足 柯 西 - 歼 曼 方程 ; 
Ur = Uys Uy 一 一 了 (7) 
而 且 f(x TARA 
f (zo) = u, tives (68) 
在 此 一 阶 偏 导数 在 点 (zo，y) 取 值 . 
例 1 在 18 节 例 1 中 我 们 证 明了 函数 


[ 62 | 
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Те) = 2? = д? —y'+i2zy 
在 每 个 点 都 是 可 导 的 且 导 数 为 С) 02. ЕН АК Е НТЧ BER, ВИЕ). 
и(х,у) = х? — у, VCzy) 一 2zy 
因此 
и. = 2х = Vy, иу 一 一 23 =— о, 
并 且 ， 根据 方程 (8): 
f(z) = 2x 12у = 205 іу) = 2z 
因为 柯 西 - 黎 曼 方程 是 函数 f 在 点 xz。 导数 存在 时 应 该 满足 的 必要 条 件 ， 所 以 它们 可 以 被 用 
于 确定 函数 f 导数 不 存在 的 点 . 
例 2 对 于 函数 f(z) 一 | = | *， 我 们 有 : 
| | и(т,у) = х? +у, (ху) = 0, 
如 果 柯 西 - 歼 曼 方程 在 某 个 点 (x，y) 成 立 ， 那 么 就 有 22-0 或 者 2y 一 0， 或 是 z= 一 > 一 0 因此 
在 任何 的 非 零点 f(z) 不 存在 ， 正 如 我 们 在 18 节 例 2 中 证 明 的 . 注意 : 上 面 的 理论 并 未 保证 
六 (0) 的 存在 性 .下 一 节 的 理论 将 会 保证 这 一 点 . | 


21 可 微 的 充分 条 件 


柯 西 - 黎 曼 方程 在 某 个 点 (zm WEL, PREMERA f 在 该 点 可 导 ( 见 22 节 的 练习 6). 
但 是 ， 如 果 还 有 在 该 点 的 连续 性 ， 我 们 就 可 以 得 到 下 面 的 有 用 的 结果 : 
定理 йай | 
f(x) = и(х,у) +iv(z,y) 
为 定义 于 某 个 点 名 二 zo 十 iyo He ЖЖ, ADE uF ож cH у 一 阶 偏 导数 在 点 zo = ло Hiyo 


， 的 8 领域 内 分 别 存在 ， 如 果 这 些 一 阶 偏 导数 在 点 (ze， у ЖА (к, ТАНИ 


Uz = Фуу Uy =— Ves 
那么 Гей Аж. | 
下 面 开 始 证 明 ， 我 们 先 记 Az 一 Az 十 1Ay， 这 里 0< | Az | <= 并 且 
Aw = f(zo + Az) — f(zo) 


因此 
Aw = Au+iAv (1) 
这 里 
Au = ulto +AT, yo + Ay) — ulto, Yo) 
以 及 


Av = v(xo + Ах, yo + Ay) = v(x Yo). 
由 已 知 一 阶 偏 导 数 在 点 (ze уо) 连续， 我 们 可 以 得 到 2 


я hh Ж 49 


Ди = и, (зу) Ах + и, lto sy) AY е ИА + (Ду)? (2) 
以 及 
Av = о, (хо, уо) Ах - 9, (хоз У) Ау - = М (Ах)? + CAy)* s (3) 


当 (Az，Ay) 在 Ах 平面 上 趋向 于 (0，0) 时 ，sy Me ВМО. ОЖ. 


Aw = и, (хо, у) AT + и, (ло, у) Ay в / (Дт)? + Ay)? 
+ ilu, (xo yo) Ax + v, (то syo) Ay + e: VAr) + (Ду 1. (4) 
BURR RS AEF A (хо, уо) RL, BATE ED PI AH о, (хо, yo и, (зо, 
у), Ни, (х0, yw ЖЖ v, (хо, У), RIG Az 除 以 两 边 就 得 到 
Aw 


_ . А / 2 2 
Az 一 и, (то yo) iv, (оз) + (а + в.) VAD ty (5) 
2 Az 


{BEB (Ax)? + (Ду)? = | Az | ， 因 此 
VAD + (Ду)? | — 1 
Az И 
ŽEH, лу) (0, OB, atin 趋 于 0， 因 此 方程 (5) 的 右边 的 项 当 Az 一 Az 十 iAy 趋 


于 0 时 也 趋 于 0， 这 就 意味 着 方程 (5) 的 右边 的 极限 存在 且 . 
f (%) = и tives (6) 


其 中 右边 在 点 (ze yo) BUA. 
例 1 考虑 指数 函数 
f(z) =e = ее? (х = х іу) 
其 映射 性 质 我 们 在 13 节 已 经 讨论 过 ， 观 察 殉 拉 公 式 ( 见 第 6 节 )， 可 以 将 其 写 为 
f(z) = ecos yt ie’siny 
当 sin y, cos у 取 值 时 y HHA, ЖА 
и(х,У) = cosy Н ч(х.у) = e*siny 
Ни. =0,, и, о, 处 处 成 立 ， 且 这 些 导 数 都 是 处 处 连续 的 ， 在 整个 复 平面 上 定理 的 条 件 
都 得 到 满足 ， 所 以 Г ОЕ, УВ 
f (=) = и, + iv, = e cosy + "эту 
注意 : Р (а) = f). 
例 2 从 本 节 的 定理 可 以 知道 函数 f(z) 二 | z | *， 分量 为 
uzy=rt+y H (х,у) = 0 
在 点 c= 0 导数 存在 .实际 上 ，f (0) 二 0 十 i0 二 0( 与 18 节 的 例 2 做 比较 )， 可 以 知道 : 在 任何 一 
个 非 零 的 点 导数 不 存在 ， 因 为 在 这 些 点 不 能 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 . 


© ЯМ: 可 以 参考 A. E. Taylorand W. R. Mann, Advanced Calculus, 3d ей., рр. 150-151 and 197-198, 1983. 
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22 AER 
如 果 xy AO BATE EAR FE HF A FP E R Ae ВАЙ 


х = rcosĝ, y=rsing (1) 
来 复述 21 节 中 的 定理 . 
函数 ww 二 f(z) 二 u 十 iv 的 实 部 和 虚 部 用 变量 x My 来 表示 还 是 用 r、9 来 表示 取决 于 我 们 采 
用 z=zx 十 iy 还 是 z= 二 re*(z 关 0) 的 形式 . В ио 的 关于 z 和 y 一 阶 偏 导数 在 非 零 点 z。 的 某 个 
邻 域内 处 处 存在 ， 这 些 一 阶 偏 导 数 在 点 хо ЕЕ, ВА, u Mv 关于 r+、9 的 一 阶 偏 导数 具有 同 
样 的 性 质 ， 并 且 我 们 可 以 用 两 个 变量 的 实 函 数 的 链 式 法 则 把 它们 写 出 来 ， 更 准确 地 说 ， 因 为 
Зи _ дидх ди ду ди ди дх, ди ду 


ar azrar ayar'30 Әх 90 у 90’ 
所 以 可 以 写 为 
и, = u,cos@+u,sind, и, 三 一 Warsing 十 zyrcos0. (2) 
о, = v0, cos? + 9,5110, vy =— v,rsin + v,rcosé. (3) 


如 果 分 别 关 于 zx Ay 一 阶 偏 导数 在 点 z。 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 


и. = оу, Uy =— 0, (4) 
方程 (3) 在 点 xo 就 有 
u, =— и,соѕӣ + using, ve = uyrsing T u,r cosh (5) 
从 方程 (2) 和 (5) 可 以 清楚 地 看 到 在 该 点 有 
ти, = Us Ug = TU, (6) 


从 另 一 方面 说 ， 如 果 已 经 知道 方程 (6) 在 点 zo 成立， 就 可 以 直接 证 明 ( 见 练习 7) 方程 (4) 也 在 该 
点 成 立 ， 因 此 方程 (6) 就 成 为 柯 西 - - 黎 曼 方程 (4) 的 另 一 种 形式 . 

我 们 现在 就 可 以 用 极 坐 标 复 述 21 节 中 的 定理 . 

定理 ЖАЙ 

fz) = u(r +ivG sf 
在 非 零点 zo =пехр( 10, ARRALAR, ЖЕ иво Fr. 0 的 一 阶 偏 导数 在 该 邻 
域内 处 处 存在 ， 如 果 这 些 一 阶 偏 导 数 在 点 (r。， 名 ) 连 续 并 且 满 足下 面 的 形式 
ти, = Up, Ug =— TV, 

即 在 点 ro。，06 的 柯 西 - 黎 曼 方 程 的 极 坐 标 形式 ， 那 么 f (zo) AH. 

这 里 的 了 (zo) 可 以 写 为 ( 见 练习 8) 


F Czo) = e” Cu, + iv,), | (7) 
其 中 右边 的 式 子 在 点 mm 6 ВИН. 
例 1 FE FENER 
fæ) 一 一 一 = 1. = le" = (сов — 13109) (= 40). (8) 
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因为 


ulr, D = L Н vro = 5120, 


r r 


上 面 定 理 的 条 件 对 于 复 平面 上 任意 的 非 零点 сте’ RY, ЕЕ 8 E 


= 8% = и, 且 u =— $ —— ro, 
是 成 立 的 ， 因 此 当 25750 时 f ORE: 并 且 根 据 (7) 式 : 
, — осо (— 6030 |; sind) _ ei е® _ 1 _ 1 
Х (2) е ( r? + r? ) И re Ge”)? = 22` 
例 2 上 面 的 定理 可 以 被 用 来 证 明 : Se 是 定常 数 ， 函 数 
f(z) = тей (к> 0а < 0 < а 42) 09) 


在 其 定义 域内 导数 是 处 处 存在 的 ， 这 里 
u(r.) = Mreos © 且 00.0) — Mrsin È. 


于 是 
| -Fosh = -Vn l = 
ru, = COS = = w В w= чт =— т, 


因为 定理 的 其 他 条 件 也 是 成 立 的 ， 所 以 ГОРЕ f(z) 的 定义 域内 是 处 处 存在 的 ， 从 (7) 式 我 们 
还 可 以 得 到 


ol 9; 1 5,9 
, „0 | 一 一 cos 一 十 asing |, 
fœ =e Ez ETTE 
e” gi9/3 一 1 = €l НИ 
зт)" Зее" 3 f(z) 


注意 当 在 f 的 定义 域内 选 定 某 个 特别 的 xz， 则 f(z) 在 该 点 的 取 值 为 Vz( 见 11 节 )， 所 以 这 里 
扩 (z) 最 后 的 表达 式 可 以 写 为 如 下 形式 


f(z) = 


d us 1 


dz T 3 (28 у? 
DORE НЕ BOR SESS 3 章 更 仔细 地 讨论 ( 见 32 节 ). 


练习 


1. 使 用 20 节 的 定理 证 明 ， 如 果 f(z) 是 如 下 的 函数 ， 则 在 任意 点 /zx) 都 不 存在 : 

(a) f(z)=z; (b) f(z)=z—z; 

(с) f(z) =2at+ixy’; (а) f(z) Sere”, 

2. 使 用 21 节 的 定理 证 明 在 下 面 的 情况 下 СЖ f(z) 是 处 处 存在 的 ， 并 求 出 7 Са). 
(a) f(z) =izt2; (b) f(z) =e *e ?; . 
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(с) (2) =; (d) f(z) = соѕхсозћу — ізіпхѕіпһу. 
答案 ; DEDS рО); (d) (2) = — f(z). 
3. 使 用 20 节 和 21 节 的 定理 讨论 在 下 面 的 情况 下 六 (>z)? 存 在 的 条 件 ， 并 将 其 求 出 . 


C2) f(z) =; (b) f(z) = iy; Cc) f(z) = zImz. 


BR, (a) f (2) =— GH); (DF (аі) 203 (e) f (0) =0. 


4. 使 用 22 节 的 定理 证 明 下 列 函 数 在 其 定义 域内 是 可 导 的 ， 并 用 该 节 的 表达 式 (7) 来 找 出 
f(z). 


(fl 1.0060); 


(b) f(z) Nre? (0220, a<O<at2n); 
(с) f(z) =e ‘сов ши) +ie'sinUnr) (7220, 0<0<2л). 


у — 1 А 7 .f(z) 

BR: О (c) f (2) =i. 

5. 证 明 当 foD Sr tiay, AK z=i 时 ， 才 可 以 有 下 面 的 形式 : 
f(z) = и. + iv, = 32’. 


6. 4 ио 分 别 为 由 下 面 的 方程 所 决定 的 函数 f 的 实 部 和 虚 部 : 


zZ у 
ro le 当 x 关 0 时 
0, 当 z=0 时 
证 明 函 数 f 在 原点 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 x 一 v,，u, 一 一 v,( 试 比较 19 节 的 练习 9， 在 那里 证 明 
了 了 (0) 是 不 存在 的 ). 
7. 从 22 节 方 程 (2) 解 出 И Uys 证 明 


sing . соѕӣ 
и. = и,соѕ0 — ид 7” иу = u,sind + us ==. 


然后 用 与 这 些 方程 相似 的 方法 解 出 oo vy, ERA: 在 22 节 中 ， 如 果 方程 (6) 在 点 z 成 立 ， 则 
方程 (4) 也 在 点 z。 成 立 ， 这 样 就 完成 了 22 节 方 程 (6) 的 证 明 ， 些 即 柯 西 - 黎 曼 方程 的 极 坐标 形 
式 的 证 明 . 
8， 设 函数 = иго 在 非 零 点 zo 二 roexp(i0o) 可 导 ， 使 用 练习 7 中 的 ws、 并 结合 22 节 
方程 (6) 即 柯 西 - 黎 曼 方程 的 极 坐标 形式 ， 把 21 节 中 的 表达 式 
f (a) =u, + iv, 


改写 为 
f (mo) = е (и, + iv,) 
的 形式 ， 这 里 Urs Ur 在 点 (ro， 0.) ЖИВ. 
9. (а) 22 节 方 程 (6) 即 柯 西 - 黎 曼 方程 的 极 坐 标 形式 ， 来 推导 练习 8 中 了 (zo) 的 如 下 形 
式 的 表达 式 
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Р(х) = Zi u + ivo). 
Zo 


СЪ Са) f(x) 的 表达 式 证 明 ， 22 节 例 1 中 函数 ОТО f = 
1 


2° 


10. (a) BZ 5 3) с=с іу, BA 


_z+z _ £72 
ray В у= 


通过 形式 地 运用 微 积分 当中 二 元 实 函 数 F(z，y) 的 导数 链 式 法 则 ， 来 推导 下 面 的 式 子 


OF ЭЕ dz, GF oy (Е . 3 F 
az 9х ах ay az 2 ). 


(БН (а) т, WEAF 


д 1 д . 3 
az 2 (5=+: 25), | 
证 明 ， 如 果 一 个 函数 F(z)=xCz， 妇 十 io(z，y) 的 实 部 和 虚 部 的 一 阶 偏 导 数 满足 柯 西 - 黎 


BAH, BA 


2f = lre, 一 v,) 十 iCv; 十 uy)j = 0. 
р: 2 
这 样 就 推导 出 柯 西 - 黎 曼 方程 的 复 形式 f/ 9 ==0. 


23 AR 
现在 我 们 介绍 解析 函数 的 概念 ， 如 果 一 个 复 函 数 f(z) 在 某 个 开 集 的 每 一 个 点 都 可 导 ， 则 


称 它 在 这 个 开 集 上 是 解析 的 ， 如果 说 一 个 复 函 数 在 某 个 非 开 集 S 上 解析 ” ， 则 理解 为 它 在 包 
含 НУЛЯ ЕЯ. НЯ, УЖЕ zo 解析 是 指 它 在 该 点 的 某 个 邻 域内 解析 . 


我 们 注意 到 ， 例 如 ， 函 数 f(z) 一 二 在 复 平面 上 的 每 个 非 零点 都 是 解析 的 ， 但 是 函数 С 


= 本 7 在 复 平面 上 的 任何 非 零 点 都 是 不 解析 的 ， 这 是 因为 它 的 导数 仅 在 点 ==0 存在 并 且 在 


|= 
它 的 任何 邻 域内 都 不 存在 ( 见 18 节 的 例 2). 

整 函 数 是 在 整个 复 平 面 上 都 解析 的 函数 ， 因 为 多 项 式 的 导数 是 处 处 存在 的 ， 所 以 多 项 式 是 
ЖЖ. 

WERS ГЕК =, 的 某 个 去 心 邻 域内 解析 ， 但 是 在 点 zo 不 解析 ， 则 把 zo RAS, RE 


说 是 /的 奇 点 ， 点 = 一 0 明显 是 函数 SO HER, MEAS | = | * 没有 任何 的 奇 点 ， 
因为 它 是 处 处 不 解析 的 . 


© 在 某 些 文献 中 也 用 正则 和 全 纯 的 概念 来 表示 解析 
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函数 f 在 某 个 区 域 D 解析 的 一 个 必要 但 不 是 充分 的 条 件 为 : BM 上 在 整个 区 域 卫 是 连续 

АО. 函数 对 柯 西 - 黎 曼 方程 的 满足 对 于 解析 是 必要 而 不 充分 的 条 件 ， 函 数 在 某 个 区 域 D 解析 的 
充分 必要 条 件 可 以 由 21 和 22 节 的 定理 得 到 ， 

[70 | 其 他 有 用 的 充分 条 件 可 以 从 19 节 中 的 导数 公式 得 到 . 当 两 个 函数 可 导 时 ， 它 们 的 和 与 积 

的 导数 也 是 存在 的 ， 因 此 ， 如 果 两 个 函数 在 某 个 区 域 刀 解析 ， 那么 它们 的 和 与 积 也 在 该 区 域 

上 解析 .类 似 地 ， 如 果 被 除 的 台数 在 区 域 D 内 不 为 零 ， 那 么 两 个 函数 的 商 在 该 区 域内 也 是 解 


Hos. ЯЫ, BIT MSR NSS Оса) зо 的 区 域内 是 解析 的 . 


从 复合 函数 导数 的 链 式 法 则 ， 我 们 可 以 发 现 两 个 解析 函数 的 复合 仍然 是 解析 的 ， 更 准确 地 
说 : 如 果 函 数 f(z) 在 某 个 区 域 D 内 解析 并 自在 映射 w 一 f(z) 下 的 像 ( 见 12 节 ) 包 含 于 函数 
g(w) 的 定义 域 ， 那么 复合 函数 ol f=) Vee LD 内 解析 ， 且 导 数 为 


Self] = g' [f(z)Jf б). 


下 面 的 定理 不 仅 是 我 们 所 要 期 望 的 ， 也 是 很 有 用 的 . 
定理 ”车 函数 f(z) 在 区 域内 是 解析 的 ， 且 在 区 域 D 内 处 处 满足 f(z) 二 0， 则 f(z) 在 


区 域 D 内 为 常数 . 
RIAS (2) = ибх, у) +іо(=х, УНИКЕ. 由 于 函数 在 整个 区 域 D 内 满足 
了 (z)==0, 注 意 到 us Five =0: 并 且 由 柯 西 - 黎 曼 方 程 v, 一 iu, 二 0， 所 以 


и, = и, = у, =v, = 0 
在 整个 区 域 D 内 每 一 点 都 成 立 ， 
下 一 步 ， 对 任意 一 条 从 点 PP 到 点 了 "的 直线 段 工 都 位 于 DD 内 ， 我 们 证 明 u(zx，y) 在 直线 段 
工 上 为 常数 ， 我 们 用 з 表示 从 点 P 出 发 到 L 上 任意 一 点 的 距离 ,，U 表示 沿 增加 的 方向 的 二 上 
的 单位 向 量 ( 见 图 30). 


图 30 


”从 微 积分 我 们 知道 :方向 导数 学 可 以 写 为 内 积 的 形式 


du — . (1) 
. а = (grad и) +0, 


这 里 grad u 是 梯度 向 量 
grad и = иі tuj. (2) 
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BOW u и, 在 区 域 D 内 是 处 处 为 零 的 ， 那 么 梯度 grad и 在 上 处 处 为 零 ， 因 此 由 (1) 就 有 导 
Ет 上 处 处 为 零 ， 这 就 意味 着 在 L 上 为 常数 


最 后 ， 因 为 对 于 区 域 D 的 两 个 不 同 点 P AQ 总 可 以 找到 这 样 的 有 限 条 直线 段 把 它们 连 起 
来 ( 见 第 104), 在 点 已 和 Q 的 取 值 是 相同 的 ， 那么 ,我 们 就 可 以 得 到 这 样 的 结论 : 存在 一 
个 实 常数 a， 使 得 w(x，y) =а 在 整个 区 域 D Kakka. ЖД, (х, у) =b; 我 们 就 可 以 
得 到 (2) =а+:1 FD 内 的 每 个 点 都 成 立 . 


24 举例 
正如 23 节 中 所 指出 通过 使 用 19 节 所 给 的 各 种 微分 公式 ， 可 以 判断 一 个 函数 是 否 解析 . 
例 1 商 


_ z +4 
F = Bry FD 


除 在 奇 点 * 一 士 V3，>z= 士 ti 外 ， 在 整个 平面 上 都 是 解析 的 ， 其 解析 性 是 取决 于 我 们 所 熟悉 的 
微分 公式 的 存在 性 ， 当 我 们 需要 求 f(z) 的 时 候 就 可 以 用 这 些 公式 . 
当 一 个 函数 以 分 量 uc, DAM v(x，y) 的 形式 给 出 ， 要 验证 其 解析 性 可 以 直接 用 柯 西 - 黎 
BE. 
例 2 当 
f(z) = cosh х cos y+isinh х sin y, 
HABA 
u(x,y) = cosh х cos y H v(z,y) = sinh z sin у. 
因为 
и, = sinh z cos y=v, Н и, =—cosh z sin y =— о, 
处 处 成 立 ， 所 以 由 21 节 的 定理 可 知 了 是 整 函数 ， 
最 后 ， 我 们 将 举例 说 明 前 四 节 的 定理 ， 特 别 是 23 节 的 定理 ， 可 以 用 来 获取 解析 函数 的 一 
些 重要 性 质 . 
例 3 ШЖ | 
f(x) = и(х,у) + (х,у) 
SHAE Te aK 
f(z) = ulz, y) — іо(х,у) 
在 区 域 D 内 都 是 解析 的 ， 容 易 验证 函数 在 区 域 D 内 为 常数 . 
为 了 证 明 这 二 点 ， 我 们 把 Cz) 写 为 
Fle) = О(х,у) +iV(r,y), 
这 里 : 
О(х,у) = и(х,у) В V(x,y) =— ож, у). (1) 
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f(z) 在 区 域 D 内 解析 ， 由 20 КЕ, MAREE 

и, = Vy, Uy =— 0, (2) 
在 区 域 р 内 是 成 立 的 ， 同 样 的 道理 ， 了 (Cz) 在 区 域 D 内 解析 告诉 我 们 

U,=V,, Ц, =—V.. 
观察 (1) 式 可 知 最 后 的 式 子 可 以 写 为 

Us =— Uys, Uy = Uz. (3) 
把 (2) 和 (3) 的 第 一 个 方程 的 对 应 两 边 相 加 ， 我 们 就 可 以 得 到 区 域 D руи, =0; 同样 的 道理 ， 把 
(2) 和 (C3) 的 第 二 个 方程 的 对 应 两 边 相 减 ， 便 可 知 v, 一 0， 那 么 根据 20 节 的 (8) 式 : 

f(z) =u, + iv, = 0 + i0 = 0; 

从 23 节 的 定理 便 可 知 f(x) 在 整个 区 域 D 内 为 常数 . 


练习 
1. 用 21 节 的 定理 来 证 明 下 面 的 函数 都 是 整 函数 
(a) (2) =Зх+у+і(3у— х); Cb) f(z) =sinzcoshy+icoszrsinhy; 
(с) f(z) =e’ sinr ie *cosx; (а) f(z) =( 2? —2)e77e7”. 
2. 用 20 节 的 定理 来 证 明 下 面 的 函数 都 是 处 处 不 解析 的 : 
(а) (=) = ryt iy; (b) f(z) =2ayt ila’? — y); 


(с) f(z) =е?е". 

3. 说明 为 什么 两 个 整 函数 的 复合 是 整 函数 .并 且说 明 为 什么 两 个 整 函数 的 线性 组 合 
с К, (=) с» fz(z) 是 整 函数 (其 中 cl 、c: BRED. 

4， 找 出 下 列 函 数 的 奇 点 并 说 明 为 什么 函数 除 这 些 点 外 是 解析 的 : 


2z 十 1 шж : 
(a) (=) = 25115, (b) fl2) = а} - 
、 对 十 1 
а, 


ЖЖ. (а)х=0, +i; ()2=1, 2; (cz 一 一 2， 一 1 士 :. 
5. 根据 22 节 的 练习 20), В 
giz) = Мей? (r>0,—x<0<7) 
在 其 定义 域内 是 解析 的 ， 并 且 满 足 


1 
26(2)` 
证 明 复合 函数 G(z) = ¢(2z—-2+DEXE х>1 是 解析 的 ， 并 且 


1 
g(2z 一 2 十 2 


g (z) = 


G (2) = 


提示 : 4 r>1 8, Ке(2=—2+0>0. 
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6. 用 22 节 的 结果 来 证 明 函 数 
gE(z) 一 jnr 十 10 (r>0,0<6< 2x) 
在 其 定义 域内 是 解析 的 并 且 满足 g'(z) 一 二 ， 由 此 证 明 复合 函数 G(z) 一 gz 十 1) 在 第 一 象限 
2220, y>0 是 解析 的 ， 并 且 
1 — 2z 

提示 : 42>0, yoo, Im(2?+1)>0. 

7. S f(z) 在 区 域 D 内 解析 ， 则 如 果 以 下 条 件 之 一 成 立 ， 必 有 f(z) 在 区 域 D 内 为 常数 . 

(a) f(z) 在 区 域 D 内 恒 取 实数 值 ，(b) | f(z) | 在 区 域 D 内 为 常数 . 

提示 : 用 柯 西 ~- 黎 曼 方 程 和 23 节 的 定理 来 证 明 (a); 对 于 (b)， 注 意 到 当 /(=) | = 
с(сзе0)вў 


2 


с 
f(z) = СР 


再 利用 24 节 例 3 的 结果 . Ега 
25 调和 函数 


如 果 两 个 实 变量 x 和 > 的 实 函 数量 在 所 给 的 zy 平面 上 的 区 域 上 有 连续 的 一 阶 偏 导数 、 二 
阶 偏 导 数 存在 且 满 足 微分 方程 
| Н. (х,у) + H, (х,у) = 0, (1) 
即 拉 普 拉 斯 方程 在 整个 区 域内 成 立 ， 则 称 H 是 调和 的 . 
调和 函数 有 着 重要 的 应 用 ， 例如， 在 zy 平面 中 薄 圆 盘 上 的 温度 函数 H(z，y) 就 经 常 是 调 
和 函数 ， 当 函数 UCz， 妇 表示 在 与 电荷 无 关 的 三 维 空间 内 部 变化 的 静电 势能 时 ， 它 是 调和 的 . 
例 1 容易 验证 函数 T(zx，y) 二 e sinr 在 zy 平面 上 的 任何 区 y 
域内 是 调和 函数 ， 特 别 是 它 在 无 穷 半 带 形 0<х<к, y>0 上 调和 . 
它 还 可 以 取 如 图 31 所 示 的 带 形 的 边界 值 ， 更 准确 地 说 它 满足 以 下 所 
有 条 件 : - o, 
Т. (х,у) + T;, (х,у) =0, 
Т(0,у) = 0, Тау = 0, 
T(z,0) = sinz, limT(z,y) =0, 
这 表明 了 zy 平面 中 薄 圆 盘 上 的 温度 是 稳定 的 ， 上 面 没有 吸 热 和 放 热 
的 点 ， 并 且 除 了 沿边 界 的 条 件 以 外 没有 隔离 的 点 . i 
我 们 将 在 后 面 的 第 10 章 和 其 后 的 一 些 章节 里 考虑 运用 单 复 变 函数 的 理论 来 求 如 例 1 中 的 
温度 的 解 ， 以 及 其 他 问题 的 解 82， 这 个 理论 源 于 证 面 的 定理 ， 它 提 供 了 调和 函数 的 一 种 来 源 . 
定理 1 eR RH О) ибт, ytivlz, PER D ARH, MERPEutev ERD 


T=0| Tz +T,=0 |Т=0 


© 另外 的 重要 方法 在 作者 的 另 一 本 著作 Fourier Series and Boundary Value Problems, 6th ed. , 2001 ЖЖЖ. 
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内 为 调和 函数 . 
要 证 明 这 个 结论 ， 我 们 需要 利用 在 第 4 章 证 明 过 的 一 个 结果 ( 见 48 节 )， 即 : 如 果 一 个 单 
复 变 函数 在 某 个 点 解析 ， 那 么 它 的 实 部 和 虚 部 在 该 点 有 连续 的 各 阶 偏 导数 ， 
设 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ， 那 么 它 的 实 部 和 虚 部 在 该 点 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 且 在 整个 区 
域内 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 


и, = Uys Uy =— Uz. (2) 
对 上 面 的 式 子 两 边关 于 并 求 导 ， 我 们 就 有 
шы = Up’ Uy 一 一 me， (3) 
同 理 两 边关 于 > 求 导 ， 我 们 就 有 
иу = Uy’ иу =— Urny. (4) 


根据 微 积 分 中 的 定理 9 它 的 实 部 和 虚 部 在 该 点 有 和 连续 的 各 阶 偏 导数 保证 了 шу = Uys Vy = 
vy， 于 是 从 方程 (3) 和 (4) 就 有 
и и» = 0, mx 十 oo 一 0. 
此 即 и 和 w 在 区 域 了 内 为 调和 函数 ， 
例 2 如 24 节 练习 1(c) 中 所 证 明 的 函数 f(z) =е 7sinz 一 ze ”cosz 是 整 函数 ， 因 此 它 
的 实 部 ， 也 就 是 例 1 中 的 温度 T(z，y) =е sins, Ж zy 平面 上 的 每 一 个 区 域 都 是 调 
和 的 . 


з 因为 函数 f(z) 一 三 在 = 天 0 的 点 是 解析 的 并 且 


12.20 0 „i _ aytil — у?) 
а? ов (ж) Е (z+y) 
下 面 两 个 函数 | 
= 2Y __ 一 时 
и(х,у) = G+ yy 和 (х,у) CT TYY 


在 zy 平面 上 的 每 一 个 不 包含 原点 的 区 域 都 是 调和 的 . 

如 果 两 个 给 定 的 函数 u 和 w 在 区 域 D 内 为 调和 函数 ， 它 们 的 一 阶 偏 导数 在 整个 区 域内 满 
足 柯 西 - 黎 曼 方程 (2) ， 则 v 称 为 是 x H-THRA BH. 这 里 的 共 园 的 概念 当 外 与 第 5 节 中 
z 的 定义 是 不 同 的 . 

定理 2 BK fo) Sulz, у) tive, УЖЕЖОВМИ НИНУ и 65 ELA 5а Ж. 

证 明 是 简单 的 ， 如 果 v 是 在 区 域 D НЯНЮ, 21 节 的 定理 告诉 我 们 函数 f(x) 
EKR D 内 解析 ; EAZ. WERA f(z) 在 区 域 D 内 解析 ， 由 上 面 的 定理 1 便 知道 ww Mv 在 区 
RD 内 为 润 和 函数 ， 并 且 由 20 节 的 定理 可 以 知道 还 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 . 

下 面 的 例子 表明 v 是 在 区 域 ИНН, ИЖ u Ж о EK Юр 内 的 
ЗЕЕ CA LA WARY 3 和 4). 


© Win, BBA. Е. Taylor and №. К. Mann, Advanced Calculus, 34 ed. pp. 199-201, 1983. 
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Я4 > 
uxy=2—y 和 о(х,у) = ?ху. 

AACNONEE BR Г) == 的 实 部 和 虚 部 ， 我 们 知道 "是 x ESTER LHRH 
ABR, (PE uA HHA BR, ЖЕ 24 节 练 习 2 的 (b) 中 证 明了 函数 Г(=) = 
2zxy 十 i(z? 一 yy ) 无 处 解析 . 

在 第 9 章 的 97 节 里 我 们 将 证 明 在 某 一 类 型 的 区 域 里 调和 靖 数 总 有 共 轿 调和 函数 ， 因 此 ， 
在 这 样 的 区 域 里 每 个 调和 函数 都 是 某 个 解析 函数 的 实 部 ， 并 且 共 轿 调 和 函数 在 相差 一 个 常数 的 
意义 下 是 唯一 的 ， 

例 5 我 们 下 面 给 出 一 种 求解 一 个 给 定 调和 冰 数 的 共 恩 调和 函数 的 方法 .很 容易 看 到 函数 

u(zsy) = у — 32’y (5) 
在 整个 平面 上 是 调和 函数 ， 因为 由 柯 西 - - 黎 曼 方程 的 可 以 使 其 锯 调 和 函数 vlz, y5 ulz, у) 
发 生 联 系 


и. = Vys Uy 一 一 也， (6) 
第 一 个 方程 告诉 我 们 
v, (zy) =— бху. 
Ег 固定， 关于 y 两 边 积分 ， 我 们 就 有 
vlz: y) 一 一 3zy2 + H(z), (7) 


这 里 记 z) 是 z 的 任意 函数 ， 用 方程 (6) 的 第 二 个 式 子 ， 我 们 有 
Зу — 342 = 3y — ф(х), 
RE p (х)=3л?. МИ $(1)=2-+С, ЖЕ C 是 一 个 任意 的 实数 .根据 方程 (7)， 那 么 函数 


(zyy) 一 一 3zy2 +2 +C (8) 
Eul, у) — “98. 
相应 的 解析 函数 是 
f(z) = (у? — 3r у) + К Злу? + х? +C). (9) 
BA f(z) 二 i(z’: 十 C)， 注 意 当 у=0 时 (9) 式 便 成 为 fa) =i HO). 
练习 
1. 证明 如 下 的 wz， 人 在 某 个 区 域内 是 调和 函数 ， 并 找 出 它 的 一 个 共 斩 调 和 函数 "(z，2>)7: 
(а)и(х, у) =22(1— у); (bulz, у)=2х— 2° -Зху?; 
Coulz, y)=sinhzsiny; (Фи(х, у) = У sz: 


BE. (a) v(x, у) = а? — У + 32у; Cb) ula, у) =2y— 3x’ yt ys (с) ибх, у) = 
—coshzxcosy;(d)u(z, у= 


2. EBA IO о МУЖЕ EER ИИА, WA ост, DAVE, УМН 
一 个 常数 . 
3， 证 明 如 果 v E u EKR DAMMAM, «HE "在 区 域 DD 内 的 共 思 调和 函数 ， 则 о 
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(r, YA ulr, VEKE D 内 为 常数 . 
4. 用 25 节 的 定理 2 来 证 明 ， 在 区 域 D 内 v 是 HK, MEN иво HH 
HAARA ERARI 3 所 得 的 结果 ). 

提示 :观察 函数 f(x) 二 w(x，y) 十 iv(x，y) 在 区 域 D 内 解析 ， 当 且 仅 当 一 if(z) 也 在 该 区 
域 解析 . 

5. 函数 f(z) 二 u(r，0) 十 iv(r，0) 在 不 包含 原点 的 区 域 D 内 解析 ， 使 用 极 坐标 形式 的 柯 西 
- 黎 曼 方程 ( 见 22 节 ) 并 且 假 使 有 连续 的 偏 导数 ， 证 明 在 整个 区 域 р 内 u(r，09) 满 足下 面 的 偏 微 
分 方程 

Пи (TO) + ти, (7,0) + ua(r,0) = 0, 
这 就 是 极 坐 标 形式 的 拉 普 拉 斯 方程 ， 证 明 w(r，0) 也 满足 同样 的 方程 

6， 通 过 验证 函数 u(r，)= 二 lnr ER Mr>0, 0<6<2 内 满足 练习 5 中 的 极 坐标 形式 的 拉 
普 拉 斯 方程 来 证 明 它 在 该 区 域内 调和 ， 然 后 再 用 25 节 例 5 的 方法 并 结合 极 坐 标 形式 的 柯 西 - 黎 
曼 方程 ( 见 22 节 )， 来 找 出 共 轿 调和 函数 vC(r，9) 二 (比较 24 市 的 练习 6). 

7， 设 函数 f(z) 二 u(t，y) 十 iv(x，y) 在 区 域 D 内 解析 ， 考 虑 水 平 截 线 族 ulr, pHa, 
vz, у) = с, Kha 和 cs 是 任意 的 实 常数 .证 明 这 些 族 是 正 交 的 ， 更 准确 地 ， 证 明 如 果 z= 
(ze ， 为 ) 是 两 条 给 定 曲线 ulr, у) а Aol, у) =о 在 区 域 D 内 的 交点 ， 并且 f(zo) 关 0， 
那么 这 两 条 给 定 曲线 在 点 (zs ，y) 的 切线 垂直 . 

提示 : 注意 由 方程 xz，y) 一 cl，Y(Z，Jy) 一 ca 可 知 


du, dudy _ ах dvdy _ 
aa’ ауа ° 且 aa? ay dz 


8. WR RR f(z) ==? 的 水 平 截 线 族 ulr, W=a, ох, уе, 为 如 图 32 所 示 的 双 曲 
B. 注意 在 练习 7 中 描述 过 的 这 两 族 曲线 的 正 交 性 . 


图 32 . 
WR ulz, у) =0, ох, у) =0 在 原点 相交 ， 但 是 在 该 点 不 是 正 交 的 ， 为 什么 这 一 事实 与 
练习 7 并 不 矛盾 ? | 5 - 1 
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9， 当 函数 f(z) 一 十 时 夯 出 分 量 u Ят о 的 水 平 截 线 族 ， 注 意 练习 7 中 描述 过 的 正 交 性 


10， 在 极 坐 标 形式 下 来 做 练习 9. 
11， 当 函数 f(z) = 时 画 出 分 量 w 和 的 水 平 截 线 族 ， 注 意 练习 7 中 措 述 过 的 正 交 性 


在 这 里 是 如 何 被 阐明 的 . 
26 ”唯一 确定 的 解析 函数 


我 们 用 两 节 的 篇 幅 得 出 本 章 的 如 下 结论 : 一 个 解析 函数 在 区 域 D 内 的 值 是 如 何 受 它 在 子 
区 域内 的 取 值 或 者 是 在 位 于 区 域 D 内 的 线段 上 的 取 值 所 影响 的 . 这 两 节 在 理论 上 是 很 有 用 的 ， 
但 它们 在 我 们 将 要 论述 的 后 面 章节 中 并 不 是 主要 的 内 容 ， 读 者 可 以 直接 阅读 第 3 章 ， 在 需要 的 
时 候 再 回来 查阅 这 两 节 的 内 容 . 

引 理 ”如果 | 

《iD 函数 f AEF ERD 内 解析 ; 

(ii) 在 区 域 D 的 一 个 子 区 域内 的 每 一 点 z 或 是 位 于 区 域 站 内 的 线段 上 的 每 一 点 zx， 有 f(z) 
=0. 

那么 f(2)=0 ABR DARL, DRAM f(z) 在 整个 区 域 D AAS. 

下 面 我 们 证 明 这 个 引 理 ， 令 函数 了 满足 所 给 条 件 ，z。 为 区 域内 的 任意 一 点 或 是 位 于 区 域 
D 内 的 线段 上 的 任意 一 点 ， 使 得 f(z) 二 0。 因 为 DD 是 连通 的 开 集 ( 见 第 10 节 )， 存 在 多 边 形 工 ， 
它 由 有 限 条 位 于 DD 内 且 首 尾 相连 的 线段 组 成 ， 把 z。 和 其 他 D 内 的 点 P 连 到 一 起 . 令 4 为 L 上 
的 点 到 DD 的 边界 的 最 短 距离 ， 除 非 D 是 整个 平面 ， 在 这 样 的 情况 下 а 是 正 实数 .我 们 就 可 以 
得 到 一 个 工 上 的 有 限 点 列 


20,21 9 之 2 9 
这 里 x, MP 重合 (如 图 33) 并 且 每 个 点 都 足够 接近 邻近 点 
| Zk Zl |< d (Е = 1,2,° ,7n). 


最 后 我 们 构造 一 列 有 限 邻 域 


No ‚ М, ‚ №, yt Na Nas 


79 


80 
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这 里 每 个 М, Ах, 为 中 心 ，d 为 半径 。 注意 这 些 邻 域 都 在 区 域 D 内 并 且 М, HH х, 位 于 前 面 
的 邻 域 Ni. 内. 

在 这 里 我 们 需要 使 用 将 在 第 6 章 当 中 被 证 明 的 一 个 结果 ，68 节 的 定理 3 告诉 我 们 : 8% у 
在 区 域 N。 内 解析 并 且 在 包含 z 的 一 个 区 域 或 者 是 线段 上 jz)= 王 0， 那 么 在 № 内 f(z) =0. 
但 是 点 2, 位 于 № 内 ， 因 此 同样 再 一 次 运用 这 个 定理 就 有 f(x) 三 0 于 NN, 内 成 立 ， 通 过 继续 运 
用 这 样 的 手段 ， 我 们 就 可 以 得 到 在 N, 内 Г(=)=0, AA М, ЦР 为 中 心 ，P 又 是 从 区 域 D 中 
任意 选取 的 ， 我 们 就 有 在 整个 区 域 D 内 f(z)= 二 909， 这 样 就 完成 了 证 明 . 

现在 假使 两 个 函数 У Ae 在 同一 个 区 域 D 内 解析 ， 并 且 /(z) 二 g(xz) 于 子 区 域内 的 每 一 点 
或 是 位 于 区 域 D 内 的 线段 上 的 每 一 点 成 立 ， 那 么 差 

, hlz) = flz) — glx) 

也 在 区 域 D 内 解析 ， 并 且 在 该 子 区 域内 的 每 一 点 或 是 该 线段 上 的 每 一 点 h(z) 一 0。 这 就 是 说 ， 
f(z) 二 g(z) 于 区 域 D 内 的 每 一 点 都 成 立 ， 这 样 我 们 就 得 到 下 面 的 重要 定理 : 

定理 ”一 个 在 区 域 DD ARH HBA, HEAEBRDHFERAFABRD 内 的 直线 段 上 
的 取 值 唯一 决定 . 


这 个 定理 在 延 拓 解析 函数 的 定义 域 时 是 非常 有 用 的 .更 准 рещ 
确 地 说 ， 如 果 给 了 两 个 区 域 D 和 D;， 考 虑 它们 的 交 Di 站 D,， tony ~ 
它 由 既 在 D, 又 在 D, 里 的 点 组 成 ， 前 提 是 DD, 有 公共 点 ИЩИ a N 
( 见 图 34) 并 且 函 数 fi ED 内 解析 ， 那么， 就 有 可 能 存在 函数 / NN 
户 在 Di 内 解析 ， 且 在 Di Пр, A fA). WRB | OO > | 
我 们 称 户 为 fi 在 D: 的 解析 延 拓 ， ОГ 
根据 刚才 所 证 明 的 定理 ， 如 果 存 在 解析 延 拓 则 必定 是 唯一 图 34 


的 ， 这 就 是 说 最 多 有 一 个 函数 在 D: 内 解析 且 取 值 在 D ПО, 与 
fi 相同 ， 然 而 ， 如 果 存 在 fo 的 解析 延 拓 fs 把 р, RAS р, 有 交 的 Ds ， 如 图 34 所 示 ， 对 于 
р, ПО, 中 的 任 一 点 z， 并 不 一 定 要 户 (z) 一 户 (z)，27 节 的 练习 2 表明 了 这 人 一点， 
如 果 f 为 i MD, BD, НИЕ, MART MMT BE XH BR F 
F(z) — 人 当 Е D, 时 
户 (z)， 4zED 时 

在 并 D, UD: (表示 所 有 位 于 D, 或 者 是 D: AWA ARH. BAF Rf. 或 者 fi DUD, 的 
解析 延 拓 ，f: МЛ 称 为 下 的 元 素 . 


27 反射 原理 


本 节 的 定理 考虑 这 一 事实 ， 有 些 解 析 函 数 具 有 在 某 些 区 域 上 满足 f(z) 一 /(z) 的 性 质 ， 但 
是 有 的 函数 不 具有 这 个 性 质 ， 例 如 ， 我 们 注意 到 = 十 1 和 z 在 区 域 DD 是 整个 平面 的 时 候 具有 这 
个 性 质 ， 但 是 对 于 zti Mic? 是 不 正确 的 ， 下 面 的 定理 被 称 为 反射 原理 ， 提 供 了 一 种 判别 是 否 
ЖЕО) = f(z) 的 方式 : 

定理 设 口 为 一 个 包含 实 轴 上 一 条 线段 的 区 域 ， 并 且 区 域 D 关于 实 轴 对 称 ， 即 区 域 DD 在 
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flz) = ft) (1) 
tT ERD 内 的 每 一 点 z 都 成 立 的 充 要 条 件 是 对 于 在 区 域 万 内 的 实 轴线 段 上 的 点 工 ，F(z) 
取 实数 值 
我 们 下 面 开始 证 明 ， 先 假设 对 于 此 实 轴线 段 上 的 点 ，F(z) 取 实数 值 ， 一 旦 我 们 证 明 函 数 


F(z) = f(z) (2) 
在 DD 内 解析 ， 我 们 就 将 用 它 来 得 到 方程 (1)， 为 了 建立 下 (z) 的 解析 性 ， 我 们 令 
Р) = и(х,у) t ю(х,у), F(z) = О(х,у) НУ (т, у) 


且 由 于 
fz) = ибх, —y) – йбх, — у), (3) 
注意 方程 (2) ， 便 知 FOM f(z) 的 分 量 通 过 下 面 的 方程 联系 
О(х,у) = иж.) В У(х,у) ==, (4) 


这 里 := 一 y， 现 在 由 于 f(zx 十 认 ) 是 关于 etit ЖЖ, ибх, OM vac, DAEHN BM 
导数 且 在 整个 区 域 D 内 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 9. 


Ws = Urs и, =— Ur. (5) 
更 进一步 ， 观 察 方程 (4) 便 有 
d 
U, =и., V, =—v, 2 = 0,3 


再 结合 方程 (5) 的 第 一 个 式 子 О, =v, КИ 


结合 方程 (5) 的 第 二 个 式 子 告诉 我 们 U, 二 一 V.， 至 此 ， 我 们 可 以 看 到 UCx,，y) 和 V(x, ) 在 DD 内 


有 连续 的 一 阶 偏 导数 且 在 整个 区 域 D 内 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 ， 因 此 F(z) 在 DD 内 解析 ， 并 且 ， 因 为 
在 位 于 区 域 D 内 的 实 轴 线段 上 f(z) 取 实数 值 ， 在 线段 上 有 v(x，0) 一 0， 观察 方程 (4) 可 见 
F(x) = О(х,0) +iV(az,0) = и(х,0) — iv(x,0) = и(х,0). 

也 就 是 

F(z) = f(x) (6) 
在 该 线段 上 的 每 一 个 点 成 立 ， 现 在 我 们 回 到 26 节 的 定理 ， 该 定理 告诉 我 们 : 一 个 在 区 域 D 内 
解析 的 函数 ， 由 它 在 区 域 DD 的 子 区 域 或 者 是 区 域 D AAAH EDME 一 决定 .于 是 方程 
(6) 实 际 上 在 整个 区 域 D 内 成 立 ， 由 方程 (2) 当 中 F(z) 的 定义 有 

f@) = fs (7) 
这 和 方程 (1) 是 相同 的 . 

为 了 证 明 另 一 一 方面 ， 我 们 假设 方程 1) 成立 并 且 由 (3) 式 ， (7) 的 形 如 方程 (1) 的 形式 可 以 写 为 


© 见 2.15 节 的 定理 1 后面 的 段落 . 
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ибх, — у) — ш(т, — у) = и(т,у) + (т, у). 
特别 地 ， 如 果 (z，0) 是 实 轴 上 位 于 区 域 D 内 的 线段 上 的 一 点 
и(х,0) — iv(2,0) = ulx,0) +iv(z,0); 
并 且 ， 让 实 部 和 虚 部 分 别 相 等 ， 我 们 就 有 viz, 0)=0, МИ, РС) ЕБЕ D 内 的 实 轴线 
段 上 取 实 数值 . | 
Я 刚好 在 定理 的 证 明之 前 我 们 注意 到 ‘ 
ztl=2+1 В 2 = 2 
对 于 整个 平面 都 成 立 ， 定 理 告 诉 我 们 反射 原理 在 这 里 当然 是 正确 的 ， 因 为 rtl, г 是 实数 ， 
我 们 也 注意 到 z 十 i，ixz? 不 具有 反射 性 质 ， 并 且 我 们 现在 知道 这 是 因为 rti, i? 不 是 实数 . 


练习 
1， 使 用 26 节 的 定理 证 明 ， 如 果 函 数 f(z) 在 整个 区 域 D 内 解析 并 且 在 整个 区 域 D 内 都 不 
为 常数 ， 那 么 它 在 区 域 D 内 的 任意 子 区 域内 都 不 为 常数 . 
提示 : 假设 函数 f(z) 在 区 域 D 内 的 某 个 邻 域内 取 常 数值 wo. 
2. 考虑 函数 
(=) = {те (г> 0,0 <0< к) 
并 参考 第 22 节 练 习 4 的 (b) ， 指 出 为 什么 


falz) = ей? (r> о, > <O0<2n)- 


是 广 (z) 的 通过 负 实 轴 向 下 半 平 面 的 解析 延 拓 ， 然后 证 明 函数 
ҺО) = е >On <O< =) 


是 户 (z) 的 通过 正 实 轴 向 第 一 象限 的 解析 延 拓 ， 但 是 户 (z) 一 一 万 (z)， 
3. 说 明 为 什么 函数 | 
(=) == Муей (к> 0, -п<0< м 
是 练习 2 当中 函数 ли. 
4. 从 21 HA 1 我 们 知道 函数 
f(z) = ere” 
在 有 限 平面 处 处 有 导数 .指出 怎样 由 反射 原理 ( 见 27 节 ) 得 到 
F@ = РО) 
对 于 每 个 z 成 立 ， 然 后 直接 证 明 . 
5. 证 明 如 果 反 射 原理 当中 的 РЗ, f(z) 取 纯 虚 数 ， 那 么 其 中 的 方 
BOREH 
Fæ =— fz). 


第 3 章 初等 函数 


本 章 中 我 们 考虑 微 积分 中 学 过 的 各 种 不 同 的 初等 函数 ， 并 相应 地 定义 复 变 量 的 函数 .特别 
地 ， 当 z 一 z 十 20 时 ， 我 们 定义 复 变 量 z 的 解析 函数 就 是 微 积分 中 的 初等 函数 ， 我 们 首先 定义 
复 指数 函数 ， 然 后 用 它 来 导出 其 他 函数 . 


28 ”指数 函数 
正如 前 面 (第 13 节 ) 所 述 ， 我 们 通过 以 下 的 方式 来 定义 指数 函数 
e = ee? (x=atiy), (1) 
在 这 里 ， 我 们 用 的 是 欧 拉 公 式 ( 参 看 第 6 节 ) 
e” 一 cosy 十 isiny (2) 


y 指 弧度 ， 从 这 个 定义 我 们 可 以 看 出 当 y=0 时 ，e 就 是 微 积 分 中 的 一 般 的 指数 函数 ; 像 在 微 
积分 中 一 样 ， 我 们 常常 把 e* 写作 exp z. 


TERY c=1/n(n=2, 3, it, е 的 值 就 是 e WEN п KAHN, 表达 式 (1) 告 诉 我 们 当 


z 一 1/n(nz 一 2，3，…) 时 ， 复 指数 函数 e hive. 第 8 节 中 讲 到 е Hn 次 方 根 的 时 候 ， 一 般 要 
求 我 们 解释 说 明 ee”， 这 里 是 一 种 特殊 情况 . 


BEELD, demet»; 第 13 节 中 提 到 的 e 在 微 积分 中 的 加 法 性 质 
ей е = еті 
也 说 明了 这 一 点 ， 这 个 性 质 推广 到 复 变 函数 中 就 是 
ee? = eat, (3) 


为 了 证 明 这 个 式 子 ， 我 们 有 如 下 写法 
z = z tiy На = Ziy;. 


г м 


ee? = (е е) (езе) = (ей es Cee), 
但 是 Xis 22 都 是 实数 ， 我 们 从 第 7 节 中 知道 


ev1 еб? = ея +) 


. 


因此 
ем е“ — emt) ent), 
由 于 
(zl + x2) + ily, + у) = (2 + іу) 十 (zs + іу) = z +=, 
上 式 右 端 变 为 ete. EGEE. 
由 性 质 (3) 我 们 知道 et ео =e, MA 


z 
61 = а-а, ий (4) 
e% . - Я 
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由 于 e =1 所 以 1/e* 一 e . 
我 们 知道 e 还 有 许多 其 他 重要 的 性 质 . 例如 ， 由 第 21 节 中 的 例 1 
de = е* (5) 
在 整个 = 平面 上 处 处 成 立 . 注意 到 对 所 有 的 2, е 可 徽 ， 所 以 е 是 整 函数 . 
对 任意 复数 z, 


е #0 (6) 
成 立 . 当 把 定义 (1) 写 成 如 下 形式 
Г =", ЖИр=еН$=У 
的 时 候 ，(6) 就 很 清楚 了 .上 式 告 诉 我 们 
[е |= е 且 arg(e’) = у+2пк(и = 0,41, 2, +). (7) 
观察 上 式 可 知 |e | 220 总 成 立 ， 所 以 (6) 成 立 . 
е 还 有 一 些 性 质 是 我 们 所 未 知 的 例如， 由 于 
. ents = ее?ї =x е" = 1, 
所 以 e 是 具有 纯 虚数 周期 2xi 的 周期 函数 : 
еі = ë. (8) 
下 面 的 例子 告诉 我 们 e 还 有 一 些 e* 所 不 具有 的 性 质 ， 那 就 是 е 总 是 非 负 的 ， 但 是 e 可 以 
取 负 值 . | 
例 存在 xz， 使 
e=—1, (9) 
为 了 找 出 这 个 *， 我 们 把 (9) 式 写成 ee’ =1е". 考虑 到 第 8 节 开头 的 楷体 字 对 两 个 具有 指数 形 
式 的 非 零 复数 的 相等 所 做 的 说 明 ， 我 们 有 i 
e =1 By=xt2nn (n=0,Ł1,+2,). 
因此 х=0, RTA 
х == (2п -1)кі (п= 0, 1,2, --°). (10) 


练习 


1. 证 明 
(a)exp(2£3ni) =—e’; 


ек (2) ао, 

(с)ехр(=-+- лі) = — expz. 

2. 说 明 为 什么 222—3 — хее" АЎ ра. 

3. ARS 20 节 中 的 柯 西 - 黎 曼 方 程 和 定理 证 明 (>) =ехр = 在 复 平 面 上 处 处 不 解析 . 
4， 用 两 种 方法 证 明 exp(z’) 是 整 函数 . 它 的 导数 是 什么 ? 
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答案 : 2z exp(z’). 

5. Ж х= Aly | exp(2z 十 i) | 和 | exp(iz?) | 表示 出 来 ， 然 后 证 明 
| exp(2z +i) + exp(iz’) |< е?" +e”, 

6. 证 明 | exp(z:) | <exp( | z | 7). 

7. 证 明 当 且 仅 当 Rez>0 时 ， | exp(—2z) | <1. 

8. 找 出 所 有 使 得 下 式 成 立 的 z КИН. 

(а)е = — 2; (Бе =1 443i; (c)exp(2z 一 1) 一 1. 

答案 : (a)z 一 ln2 十 (2 十 1)ri (2 一 0， 士 1]， 士 2，…); 


(bz 一 In2 十 (2n 十 言 )zx (n=0, +1, +2, =); 


(ог ты (n=0, +1, +2, =). 


9. 证明 当 且 仅 当 z—=nx(n=0, +1, £2, Oif, expCiz)=expliz) СЫ 27 PAA 4 做 
一 下 比较 ). 

10. (a) 证 明 如 果 e 是 实数 ， 那 么 Im z—nxn (п=0, +1, +2, ="). 

(b) 如 果 е 是 纯 虚 数 ，z 有 什么 限制 ? 

11. Ж (а), х= —оо; (b) yoollf e =e7e” HELE. 

12. Fix My 把 Re(es) 表 示 出 来 . 为 什么 这 个 函数 在 不 包含 原点 的 任何 定义 域内 都 是 调 
和 的 ? 

13. SBM (2) =и(х, у) іб, WHERE D AR, ИНА ОС, у) = 
е» сози(х, у), М(х, у) =e sinv(a, VÆ D 上 是 调和 的 ? 为 什么 V(x，y) 是 U(z， y) 的 共 
轿 调 和 函数 ? 

14. 用 以 下 方法 证 明 等 式 

(E) = е (n=0,+1,42,°) 

(a) 利 用 数学 归纳 法 证 明 当 n= 二 0，1，2，… 时 上 式 成 立 . 

(b) 对 负数 ， 首 先 回 忆 一 下 第 7 节 中 当 2520 MM, 2" = C271)", (т=—п=1, 2, …)， 因 此 
(es)* 一 (1/er)”， 然 后 利用 (a)7 的 结论 ， 还 有 第 28 节 中 指数 函数 的 性 质 1/e 一 来 说 明 . 


22 对 数 函 数 
对 数 函 数 的 定义 是 受 如 下 问题 的 启发 : 当 z 为 一 个 非 零 的 复数 时 ， 解 一 个 关于 w 的 方程 
e 一 之 (1) 
为 此 ， 我 们 注意 到 当 把 Aw 写成 = 一 re"( 一 r<@< 和 nr)， w=u+iv 时 ， 方程 (1) 就 变 为 
ee” = тей, 


然后 ， 根 据 第 8 节 中 的 楷体 部 分 对 两 个 具有 指数 形式 的 复数 相等 的 说 明 ， 
e=r H v= Ө 2пк 
这 里 п 为 整数 ， 由 于 方程 = 等 价 于 ==lnr， 所 以 方程 (1) 成 立 当 且 仅 当 w 是 下 列 值 之 一 
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w = lnt il(O+ 2n) (п = 0, 1, +2,). 
因此 ， 如 果 我 们 写成 
loge = ағ ++ i(@+ 2an) (一 0, 士 1, 士 2)， (2) 
就 得 到 关系 式 
eF =z (= 96 0), (3) 
这 就 使 得 我 们 把 表达 式 (2) 作 为 非 零 复 变量 z==re* 的 (多 值 的 ) 对 数 函 数 的 定义 ， 
例 1 如 果 z== 一 1 一 V3i, Mr=2, @=—2n/3. В 


log(— 1—V3i) = 2 + #(- А+ ая) = In2-+2(n— р) (п= 0, +1, 62,6). 


需要 强调 的 是 当 (3) 式 左边 的 指数 和 对 数 调换 次 序 时 ， 右 边 不 一 定 是 z， 准 确 地 说 ， 由 于 表达 
式 (2) 能 够 写成 
loge = In | z |+ iargz 
由 于 (第 28 节 中 )， 
|е |= е Hargle) =yt2nn (一 0, 士 1, 士 2,…) 
当 z=r+iy 时 ， 我 们 知道 
log(e*) = In | e |+ аг (е) = Inle) + ily + 2як) = (x + iy) + 2nnt 
(n=0,+1, 42,0). 


Bp 
log(e*?) = z+2nni (n= 0,41, 2, ---). (4) 
FER (2) P24 п=0 时 ， 我 们 得 到 log z 的 主 值 用 Logz 来 表示 .因此 
Logz = lnr + ið. (5) 
注意 ， 当 2520 В, Log 有 定义 而 且 是 单 值 的 ， 并 且 
loge = Loge + 2nni (п = 0,4£1,42,°%). (6) 


4 z==r 是 一 个 正 实数 时 ， 它 就 变 为 微 积 分 中 的 普通 的 对 数 . 为 了 得 到 这 个 结论 ， 我 们 把 z 写 
成 z= 二 re* ， 在 这 种 情况 下 ，(5) 式 就 变 为 Logz=lnr， 也 就 是 Logz 一 lnr. 

例 2 由 表达 式 (2)， 我 们 发 现 

log] = Int +i(0 + 2nx) = 2nni (п = 0, 土 1, 土 2,…*). 

正如 上 面 所 述 ，Log1 二 0. 

下 面 的 一 个 例子 告诉 我 们 ， 虽 然 在 微 积分 中 我 们 不 能 找到 一 个 负 实 数 的 对 数 ， 但 我 们 现在 
能 做 到 了 . 

例 3 

log(— 1) = ln1 十 ix 十 2zzx) = (22 十 1)xi (n= 0,41, 425+") 
_ Log(— D = xi. 
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30 对 数 函 数 的 导数 和 分 支 


如 果 z= 二 re* 是 一 个 非 零 复数 ， 幅 角 9 是 9 二 8 十 2nx(n 一 0， 士 1， 土 2，…) 中 的 任何 一 个 
fA, XH 8 一 Argz. 第 29 节 中 的 多 值 对 数 函 数 
loge = Inr+71(@+ 2nn) (п = 0, 1, +2,,...) 


可 以 写成 
logz = lnr + ið. (1) 
如 果 我 们 令 a 表示 任意 实数 ， 并 且 限 制 表 达 式 (1) 中 0 的 值 ， 使 得 с<0<а 2n, BA, RADE 
logz = ]nr 十 10 (r>0,a<@<at2n) (2) 
的 函数 
и(г,0) = шг Н 060,0) = 0 (3) 


在 所 给 定 的 定义 域内 是 单 值 连续 的 ( 见 图 35). 

注意 ， 如 果 函 数 (2) 定 义 在 射线 9==a 上 ， 它 就 不 连续 ， 因 为 如 果 > 
是 射线 上 一 点 ， 有 趋向 于 z 的 点 使 的 值 趋向 于 ec， 也 有 趋向 于 z 的 点 使 
v 的 值 趋向 于 a 十 2x. 

函数 (2) 在 定义 域 ~>0，au<b<a 十 2rx 内 不 仅 连 续 而 且 解 析 ， 这 是 因 
HEM и 和 w 的 一 阶 偏 导 连续 ， 并 且 满 足 柯 西 - - 黎 曼 方程 的 极 坐标 形式 
(第 22 节 ) 


TU, = Ups Up =— ғо, 图 35 

而 且 ， 根 据 第 22 节 ， 
4 — pi Н = рі 1 М =, 
41985 = e (а, +iv,) =e (+) res? 

Вр 
а _ 1 | 
一 logz 一 二 (|z |> 0,а < argz < о +2). (4) 
dz z 

特别 地 ， 
Ч торе = 1 (| z|>0,—r < Ате х < я). (5) 
dz z 


设 六 是 某 区 域内 的 多 值 函数 ， 正 是 某 区 域内 的 单 值 解析 函数 ， 如 果 F(z) 在 该 区 域内 每 一 点 的 
值 都 等 于 f(z) 在 该 点 的 一 个 值 ， 则 F(z) 称 为 f(z) 的 一 个 分 支 ， 为 了 保证 解析 ， 下 的 值 不 能 从 
f 的 值 中 任意 取 ， 注 意 ， 对 每 一 个 固定 的 a， 单 值 函 数 (2) 是 多 值 函数 (1) 的 一 个 分 支 ， 函 数 
Logz = lnr 十 刘 (722 0, к< 0 < nm) (6) 
叫做 主 值 支 . 
为 了 定义 多 值 函数 f 的 一 个 分 支 玉 ， 我 们 引进 支 割 线 . 支 制 线 是 直线 或 曲线 的 一 部 分 . F 


的 支 制 线 上 的 点 是 下 的 奇 点 (第 23 节 )， 太 的 所 有 支 割 线 的 公共 点 称 为 支点 ， 原 点 和 射线 0 一 “ 
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是 对 数 函 数 的 分 支 (2) 的 支 割 线 ， 原 点 和 射线 9 一 是 主 值 支 (6) 的 支 制 线 ， 原 点 很 明显 是 多 值 
对 数 函 数 的 一 个 支点 . 


练习 
1. 证 明 
(a)Log(—ei) =1— is (bLog -=F In2— 14 


2. 证 明 当 n=0, +1, +2, Rf, 
(a)loge=1+2nni; (b)logi= (2n+-) nis 


(c)log(— 14+-V3i) =In2 +2 БЕЗЕ 


3. HEAR 
(a)Log(1 +i)? =2Log +i); (1080—1412) #2Log(—1+i). 
4. 证 明 


(a) 当 logz=lnr+ id (r>0, <<") It ,. 108022) =2logi; 


(bh) loge=Inr +i (r>0, 3z <g< iF) Bt, 108022) Æ2logi. 
5. 证 明 | 
СаЛов i”) A Сы (n=0, +1, +2, =), (1/2) logi 的 值 的 集合 也 是 


如 此 . 

(b)log(z) 的 值 的 集合 不 是 2logi 的 值 的 集合 . 

6， 设 对 数 函数 的 分 支 logz 一 lnr 十 刘 ，(r>0，a<b<a 十 2r) 在 给 定 区 域内 的 每 一 点 解析 ， 
通过 对 等 式 exp(logz) 一 z( 见 第 29 节 ) 的 两 边 求 导 ， 并 运用 链 式 法 则 求 它 的 导数 . 


7， 找 出 方程 logz 一 水 的 所 有 根 . 


答案 : z 一 上 
8. 假设 点 з= ху 在 水 平 带 形 a<y<c 十 2r Ф, 说 明 当 对 数 函数 选取 loge =Inr +18, 
(r>0，a<<b<a 十 2x) 这 一 分 支 时 ，log(e- ) =z. 


9. 证 明 
(a) 函数 Loge- DERT HR y=1(z 委 0) 外 处 处 解析 . 
СЪ) 函数 
Log(z-+ 4) 
vti 


在 除了 点 土 (1 一 站 /VE 及 实 轴 上 除了 2—4 的 部 分 外 处 处 解析 . 
10。 用 两 种 方法 证 明 函 数 In(z 忆 十 交 ) 在 不 包含 原点 的 任意 区 域内 调和 . 
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11. 证 明 

Re[log(z— D] = Fhia 1? у] GD. 
为 什么 当 eAl 时 ， 这 个 函数 一 定 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 
31 一 些 关 于 对 数 的 等 式 


正如 第 29 节 中 的 关系 式 (3) 和 (4)， 还 有 第 30 节 中 的 练习 3、4、5 所 提示 的 那样 ， 微 积分 
中 的 有 些 对 数 等 式 可 以 推广 到 复 分 析 中 来 ， 有 的 则 不 能 .在 这 一 节 ， 我 们 将 导出 一 些 可 以 推广 
过 来 的 等 式 ， 有 时 候 还 有 某 种 限制 以 及 如 何 解释 .读者 可 以 跳 过 这 一 节 直 接 看 第 32 节 ， 如 果 
需要 的 话 可 以 只 看 一 下 结论 就 行 了 . 

MWR = Mz, 是 两 个 任意 的 非 零 复数 ， 很 容易 就 能 证 出 来 


log(ziz2) = logzi + logzz. C1) 
上 式 包含 一 个 多 值 函 数 ， 可 以 和 第 7 节 中 的 式 子 
arg(z1z2) = argz, + argzz. (2) 


用 同样 的 方法 来 解释 . 那 就 是 如 果 三 个 对 数 中 的 两 个 都 是 确定 的 ， 那么 第 三 个 对 数 也 有 一 个 值 
使 得 方程 (1) 成 立 . 
(1) 式 可 以 在 (2) 式 的 基础 上 用 以 下 方法 证 明 . 由 于 | zizz | | а | lel, ReRBE 
正 实数 ， 我 们 从 微 积 分 中 正 实数 的 对 数 的 性 质 知道 
In | zz: |= ln | zi 1+1 | z |. 
因此 由 上 式 和 方程 (2) 知 
ln | z zs |+ iarg(ziz2) = (а | zi | 二 iargzi) + (ln | zs |+ iargz:). (3) 
最 后 由 方程 (1) 和 (2) 的 解释 说 明 ， 方程 (3) 就 是 方程 (1). 
Я ”我 们 来 举例 说 明 表 达 式 (1), $ zi 二 zs 二 一 1， 注 意 到 212. —1. 如 果 logzi =ni, |082 
— кі 是 确定 的 ， 当 10802122) =0 时 , 方程 (1) 显 然 成 立 . 
注意 ， 对 上 述 а, z 
Log(ziz2) = 0 H Loge, + Logz: = 2zi. 
因此 ， 一 般 情况 下 ， 表 达 式 (1) 中 的 log 是 不 能 被 Log 所 代替 的 . 
证 明 表 达 式 | 
юз (=) = logz, 一 logz: » (4) 


这 里 用 跟 式 (1) 同 样 的 方法 解释 ， 留 作 练习 . 
我 们 在 这 儿 介 绍 logz 的 其 他 两 个 性 质 ， 它 在 第 32 节 将 特别 有 用 . 如果 x 是 一 非 零 复数 ， 
则 对 logz 的 任意 值 ， 有 
2" = еў (1 一 0, 士 1, 士 2,…). (5) 
当 n 二 1 时， 上 式 就 化 为 第 29 节 中 的 关系 式 (3)， 当 把 = 写成 z 一 re* 时 ， 方 程 (5) 两 边 变 为 


rre”w”， 因 此 很 容易 就 能 得 到 证 明 .， 当 250 时 ， 
д" 一 exp (logz) (n = 1,2，…) (6) 


ER. В, REAA n 个 不 同 的 值 ， 它 们 是 z 的 n KAR. 为 了 证 明 这 个 结论 ， 我 们 把 > 
写成 z 一 rexp(i16)， 这 里 Ө Е argz 的 主 值 ， 那 么 ， 根 据 第 29 节 loge 的 定义 (2)， 
ехр( Лове) = exp[ Ти + Kett], 
XE k=0, +1, +2, =. At 
ехр(Чов=) = JFexpf:(2 +72) | (k=0,+1, E2). (7) 


因为 只 有 当 &=0，1，…，?2 一 1 时 ，exp(i2kxr/z) 有 不 同 的 值 ， 所 以 (7) 式 右边 仅 有 ?个 值 ， 右 
边 实际 上 也 是 = 的 =” 次 方 根 的 表达 式 ( 第 8 节 )， 因 此 可 以 写成 =”. 这 就 证 明了 性 质 (6)， 实 际 
Е 9 п 为 负 整 数 时 ，(6) 也 成 立 ( 参 看 下 面 练习 中 的 第 5 题 ). 


练习 


1. ЕВ Вех,2>0, Кег,2>0, M 
Log(zizzs) = Logz, + Logz:. 
2， 对 任意 两 个 非 零 复数 z, 2 
Log(ziz2) = Гора, + Logz: + 2Nni 

这 里 NN 取 值 0， 土 1( 与 练习 1 做 一 下 比较 ). 

3. 采用 以 下 方法 证 明 第 31 节 表 达 式 (4) 

(a) 利 用 已 知 arg(zi/zz ) 一 argzl 一 argzz (第 7 15); 

(b) 从 log(1/z) 和 一 logz 有 相同 的 值 集 的 意义 上 说 明 log(1/z) = —logz(z4#0), RBA 
第 31 $p loglar D REAA). 

4， 通 过 选取 特殊 的 非 零 值 z, ，z;， 证 明 第 31 节 表 达 式 (4) 中 的 log 被 Log 代替 后 不 一 定 
成 立 . 

5， 通 过 以 下 方法 证 明 第 31 节 性 质 (6) 对 负 整 数 ”成 立 ， 首 先 HO) (m= п), X 
Bn 取 任意 负 整 数 n 一 一 1， 一 2，…( 参 看 第 9 节 中 的 练习 第 9 题 ) ， 其 次 性 质 (6) 对 任意 正 整数 
成 立 . 

6. А. 为 非 零 复数 ， 设 为 се (一 rzr<9 委 mr ， 令 n 为 任意 固定 的 正 整 数 (n 二 1，2， 
...). 证 明 log(z'”) 的 所 有 值 可 以 通过 以 下 方程 给 出 


log(zl") = Ти: К tkr 


n 
这 里 p=0, £1, £2, +43 k=0, 1, 2, |, п—1. RE, № 
A loge = Ain + iT, 


n 
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这 里 q=0, +1, £2, =, 证明 log(2”") KIER У (1/0) loge 的 值 集 相同 ， 因 此 证 明了 log 
(z'")=(1/n)logz, ХАНТ log ce’ КИН, AW loge 取 适 当 的 值 ， 反 过 来 也 是 如 此 . 
(第 30 节 练 习 5(a) 的 结论 就 是 这 里 的 一 种 特殊 情况 . ) 

提示 : 利用 一 个 正 整 数 n 除 一 个 整数 的 余数 为 从 0 到 nn 一 1 的 任意 一 个 整数 ; 即 ， 当 一 个 
ERR ”确定 后 ， 任 何 一 个 整数 g 能 够 写成 g 二 pn 十 k， 这 里 p 是 一 个 整数 ，k 二 0，1，2，…， 


п— 1. 


32 SHR 
4 2A0, WA AEEA, ЖЖ: 通过 如 下 方程 定义 


ze 一 ele, (1) 
这 里 loge 表示 多 值 对 数 函 数 . 方程 (1) 给 出 的 МЕХНЕХ, 4c=n, (п=0, £1, £2, 
50) 6 c=1/n(n=0, £1, £2, Dit, 与 原来 的 定义 是 一 致 的 (参看 第 31 节 ). 实际 上 ，< 的 
这 些 特殊 值 的 指数 函数 也 就 暗示 了 定义 (1). 

例 1 我 们 通过 下 面 的 例子 说 明 ， 一 般 地 ，z HRES. 由 于 


一 2 


17° = exp(— 2ilogz) 
logi = inl +: (А + 2nn) = : (22+ =) (n= 0, 1,62,--). 
因此 
17 = exp[(42 十 1)xj( = 0, +1, 2, ---). (2) 


注意 i” 的 这 些 值 都 是 实数 . 
由 于 指数 函数 具有 人 性质 1/e* =e *, Abe 


= exp(— clogz) = =“ 
2° exp(clogz) 
特别 地 ，1/i” 二 1”. 根据 表达 式 (2)， 
二 = охра + Da] (п = 0, 1, 62, ---). (3) 


如 果 z= 二 re*，a 是 任意 实数 ， 对 数 函 数 的 分 支 
loge = Inr +10 (r>0,a <0<at?r) 
在 上 述 区 域 是 单 值 解析 的 (参看 第 30 节 )， 因 此 函数 二 一 exp(clogz) 在 该 区 域内 是 单 值 解析 的 . 
z 的 这 一 分 支 的 导数 可 以 通过 链 式 法 则 来 求 . 
d 


2° = -dexp(clogz) 一 <exp(clogz) 


dz dz 
然后 再 根据 等 式 * 一 exp(logz)( 第 29 1), RNB 


а. _ exp(clogz) _ — 11 
а * exp(logz) сехр[ Сс — 1)logz], 


或 者 
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dy 一 cz (| х |> 0,а <argz <a+ 2r). 


当 定义 (1) 中 的 loge BE Log z 代替 后 ， 我 们 得 到 z 的 主 值 : 


Р. У. xz = et, 


方程 (5) 可 以 用 来 定义 函数 z 在 域 | z | >0, —n<Argz<r 上 的 主 值 支 . 


例 2 D WERE 
expLiLog(— i) ] = exp] (191 —1 =) |= ехр >. 
Вр 
P. V. (— 2) = exp >. 


As xz” 的 主 值 支 可 以 写成 


exp (Log z)= ехр( и + 510) = УРехр(: е). 


因此 


Р. У. 22/ 一 VF cos 29 +i Уз 209, 


从 第 22 节 的 理论 中 立即 就 能 看 出 这 个 函数 在 定义 域 "~>0， 一 r<G<r 内 解析 . 


根据 定义 (1)，c 为 任意 非 零 复 常数 ， 以 c 为 底 的 指数 函数 可 以 写成 


c= ezloge | 


RIF 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


注意 虽然 根据 定义 (8)，e* 一 般 情况 下 是 多 值 的 .但 我 们 一 般 是 让 对 数 取 主 值 来 解释 e 的 ， 


loge 的 主 值 是 唯一 确定 的 . 
当 loge 的 值 确定 后 ，c* 是 z RR. 实际 上 ， 
d 


d 
a — ae = e°% logc; 


这 就 证 明了 


综 习 
1. 证 明 当 n=0， 土 1， 土 2，…， 
(a) 1 +i)! =exp(— F +2nn Jexp(-71n2); (b)(— 1) е" 0, 
2， 找 出 下 列 各 个 复数 的 主 值 : 
Злі 
(а); [61—89] ‚ (004-04. 


(9) 
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BE: (adexp(—F} (b)—exp(2x2); (с)е"[соѕ$(212) +isin(21n2) ]. 


3. 根据 第 32 节 x 的 定义 ， 证 明 ( 一 1 十 V32)22 =+2 402, 

4. 证 明 第 3 题 的 结论 能 够 通过 以 下 方法 得 到 

(a) 首 先 找 出 一 1 十 V3i WER, RAIA IHD =[(—- 14-32)" 0°; 

(b) 先 算出 一 1 十 V3i， 然 后 再 利用 (一 1 十 V32)*? =[(-1+/31)*]”. 

5. 证 明 第 8 节 所 定义 的 任意 一 个 非 零 复数 zo 的 主 2 次 方 根 与 第 32 节 中 x MERA. 

6. 证 明 如 果 z240, а 是 实数 ， 则 | = | 二 exp(aln | 21) = |z|, XE |z| RE. 

7. &c=atbi 是 一 个 固定 复数 ， 这 里 c 关 0， 土 1， 土 2，…， 注 意 i 是 多 值 的 ， 给 常数 с 
加 上 什么 限制 能 使 | i | 都 相同 ? 

ЖЖ: c 为 实数 . 

8. 令 c，d，z 代表 复数 ，z 承 0， 证 明 如 果 下 面 所 涉及 的 所 有 适 都 取 主 值 ， 则 

(al/s =z"; (b) C25 "=z" (п=1, 2, +); 


(с) 2 = 24; (а) 2/2 = Я, 
9. BEE S ORE, HED со 的 导数 公式 . 
33 三角 函数 


欧 拉 公式 (第 6 节 ) 告 诉 我 们 对 任意 实数 г, 
её 一 cosZz 十 isinz， e€ 
从 这 些 方程 我 们 可 以 得 到 


еб — e" = ising 和 е +e™ = 2cosz. 


ix 


= cosx — isinx 


Bp 
sinz = e 55 和 cosz = е“ tee 
因此 很 自然 地 ， 定 义 一 个 复 变 量 z 的 正弦 函数 和 余弦 函数 如 下 : 
sinz = е = » cosz = SEE, (1) 


由 于 这 些 函 数 是 整 函数 和 e-* 的 线性 组 合 ， 因 此 它们 都 是 整 函 数 ， 我 们 已 经 知道 指数 函数 e* 
和 e。“* 的 导数 ， 再 结合 方程 (1)， 我 们 得 到 


4 sinz = COSTZ, Ч cose =— sinz. (2) 
从 定义 (1) 我 们 很 容易 看 到 
sin(— z) =— sinz, cos(— z) = cosz; (3) 


复 变 量 的 三 角 函 数 的 一 些 其 他 等 式 也 是 显然 成 立 的 . 
例 为 了 证 明 
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2sinzl coszs = sin(z, + 22.) + sin(z; — 23), (4) 


由 定义 (1) 和 指数 函数 的 性 质 ， 有 


А eel 一 е1 e*2 — е 2 
2sinz|cosz,; = 2( ) ( ). 


21 2 
右 端 乘 起 来 可 以 化 为 
pitt) — окна? обара) — gimme) 
2i 2i , 
或 者 
sin(z, 十 22) 十 Sin(zi — zz); 
所 以 等 式 (4) 成 立 . 
等 式 (4) 可 以 导出 如 下 等 式 (参见 下 面 练习 中 的 第 3 题 和 第 4 题 ) 
sin(z, 十 zz) = sinz,cosz, + cosz sinz » (5) 
cos(z; 十 z2) = coszı coszz 一 sinz sinzz ; (6) 
由 上 可 知 
sin’z + cos’z = 1, (7) 
sin2z = 2sinzcosz, cos2z = cos’z—sin’z, (8) 
sin(e+ >= cosz, sin(z- 3 )=— cosz, (9) 


当 y 是 任意 实数 时 ， 我 们 可 以 由 定义 (1) 和 微 积 分 中 的 双 曲 函数 


sinhy = 和 二 一 ， coshy = ore 
得 
sin(iy) = isinhy, cos(iy) = coshy. (10) 
在 等 式 (5) 和 (6) 中 ， 我 们 令 л =, 2 іу, M sine 和 cosz 的 实 部 和 虚 部 很 容易 就 能 看 出 来 : 
| sinz = sinxcoshy + icoszsinhy, (11) 
cosz = coszxcoshy — isinzsinhy, (12) 
这 里 === у. 


从 表达 式 (11) 和 (12) ， 我 们 能 得 到 sinz 和 cosz 的 一 些 重要 性 质 ， 比 如， 很 明显 地 ， 这 些 
函数 的 周期 性 质 如 下 所 示 : 


sin(z + 2x) = sinz, sin(z +x) =— sinz, (13) 
cos(z 十 27r) = cosz， cos(z+x) =— cosz. (14) 
还 有 
| sinz |? = sin? z + sinb?’ y, (15) 
| cosz |? = соѕ х + sinh’ у. (16) 


因为 当 y>co 时 sinhy*co 从 上 面 两 个 方程 可 以 看 出 sinz 和 сов: EMER EB RK, MXE 
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Mx, | sinr | <1, | cosz | 委 1( 参 看 第 17 节 结 尾 的 有 界 的 定义 ). 

车 存在 со, 使 f(zo) 一 0， 则 zo ЖЖ f(z) 的 零点 ， 由 于 当 z 为 实数 时 ，sinz 就 变 为 微 积分 
中 的 普通 的 正弦 函数 ， 所 以 实数 zx= 王 nr(z=0， 土 1， 土 2，…) 都 是 sine HEA. “为 了 说 明 sinz 
没有 其 他 零点 ”我 们 令 sinz 二 0， 由 方程 (15) 有 

sin’x + sinh’ у = 0. 
因此 
sing =0 和 sinhy = 0. 

所 以 х=пк(и=0 31, £2, 6), у=0; 即 


sing = 0 的 充 要 条 件 是 z = mr(2 = 0, 41,4255), (17) 
由 于 
cosz 一 一 sin(z 一 +) , 
根据 等 式 (9) 的 第 二 个 ，cosz=0 的 充 要 条 件 是 
z= + пк 一 0, 土 1, 填 2,…). (18) 


因此 ， 和 sinz 一 样 ，cosz 的 零点 也 都 是 实数 . 
其 他 的 四 个 三 角 函 数 可 以 根据 它们 与 正弦 、 余 弦 的 关系 来 定义 : 


tang = PZ, cotz = 908, (19) 
sinz 
secz = 1 ‚ cscz = L, | (20) 
cosz sinz 
注意 cose 的 零点 
z= 5 + пт (п= 0, +1, 42, --.) 


是 tanz 和 secz 的 奇 点 (第 23 节 )， 因 此 tanz 和 secz 在 除了 这 些 点 外 处 处 解析 ， 同样 sinz 的 
零点 

z=nn (n=0,+1,42,°") 
是 cotz 和 cscz 的 奇 点 ， 对 等 式 (19) 和 (20) 右 边 求 导 ， 我 们 得 到 公式 


4 tang = sec’ z, 4 cote =— csc z, (21) 
dz dz 
d d _ 
— secz = secztanz, 一 CSCZz =— csczcotz. (22) 
dz dz 


внеаазяаю, HIDM2O)ELM = Hw BR. on, 


tan(z-+ x) = tanz. (23). 


映射 w= 二 sinz 的 人 性质 在 以 后 的 应 用 中 是 很 重要 的 .在 以 后 的 第 89 节 ( 第 8 章 ) 将 涉及 这 些 ， 
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练习 


1， 详 细 写 出 第 33 节 中 表达 式 (2) sine 和 cosz 的 导数 公式 . 
2. 证 明 欧 拉 公 式 ( 第 6 节 ) 中 0 被 z 代替 后 仍然 成 立 : 

её = cosz + isinz. 
提示 ; 从 右边 着 手 验 证 . 
3， 在 第 33 节 中 交换 等 式 (4) 中 的 z Are 的 位 置 ， 把 得 到 的 等 式 与 等 式 (4) 的 两 边 相 加 时 

出 sin(z +2, ) ARIA (5). 
4. 根据 第 33 节 的 等 式 (5)， 
sin(z 十 z,) = sinzcosz, 十 COSZsinz;. 
两 边 对 z 求 导 ， 然 后 令 =z, BB cos(zi 十 z,) 的 表达 式 (6). 
5， 用 以 下 方法 证 明 第 33 HSRC): 
(a) 本 节 中 的 等 式 (6) 和 关系 式 (3)， 
(b) 第 26 节 的 引 理 和 整 函数 
f(z) = sin’z+ cos’z—1 
在 zx 轴 上 有 零 值 . 

6， 说 明 第 33 节 中 怎样 从 等 式 (5) 和 (6) 得 到 三 角 等 式 (8) 和 (9). 
7. 用 第 33 节 的 等 式 (7) 证 明 
(a)l+tan?’z=sec’z;  (b)1+cot’z=csc’z. 
8. 证 明 第 33 节 的 导数 公式 (21) 和 (22). ‘ 
9. ES 33 节 中 应 用 表达 式 (11) 和 (12) 导 出 表达 式 (15) (16). 
提示 : 利用 等 式 sin2z 十 cos2z 一 1 和 cosh’ y— sinh’ y=1.. 
10， 指 出 怎样 由 第 33 节 中 有 关 | sine | 和 | cosz | * 的 表达 式 (15) 和 (16) 得 到 
(a) | sinz | > | зах |; (Ф) | cosz | > | созх |. 
11. 利用 第 33 节 中 有 关 | sine |? | cosz | 2 的 表达 式 (15) 和 (16) 证 明 
(a) | sinhy | < | sinz | <coshy; (b) | sinhy | < | cosz | <coshy. 
12. (a) 利 用 第 33 节 中 有 关 sine 和 cosz 的 定义 (1) 证 明 


2sin(z, + x2)sin(zi — zz) = cos2z, — COS2Z1.* 


(b) 利 用 上 面 得 到 的 等 式 ， 证 明 如 果 cose; = cosz, Matz 和 zi 一 zo 至 少 有 一 个 是 2r 
的 整数 倍 . | | 
13， 利 用 第 20 PAA E BIE sinz 和 cosz 在 х 平面 上 处 处 不 解析 . 
14. #27 节 的 原理 证 明 ， 对 所 有 的 =, 
(a)sinz=sinz; (b)cosz=cosz. 
104 15， 利 用 第 33 节 的 表达 式 (11) 和 (12) 对 练习 14 所 得 的 关系 式 给 出 一 个 简单 的 证 明 . 
16. 证 明 | | 
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79 
(a) 对 所 有 的 > A cosGz) =cos(iz); 
(b)sin(iz) 二 sin(iz) 当 且 仅 当 z=nni(n=0, +1, +2, 6). 
17. 4 sinz 和 cosh4 的 实 部 和 虚 部 相等 来 找 出 方程 sinz 一 cosh4 KATA RB. 
BR, (Ft tn) +4i (n=0, +1, +2, +). 
18. #9778 cosz=2 的 所 有 根 . 
答案 ，2mnr 十 icosh-12 或 2nxtiln(2+V3) (п=0, £1, +2, =). 
34 ХНА 
ЕЛ ВЕНУ WL Е А АТ AS ВЕ AY Lh TE AK ВЕЕ OB 
sinhz = г = » coshe = ете? a (1) 
由 于 e 和 e-* 都 是 整 函 数 ， 由 (1) 知 sinhz 和 coshz 也 是 整 函数 ， 而 且 
-dsinhz 一 coshz, doshz = sinhz. (2) 
dz dz 
由 指数 函数 在 定义 (1) 和 第 33 节 sinz 和 cosz 的 定义 
. Е её —e® _ ee tee 
sing = z 7 cosz 7 
中 出 现 的 方式 ， 知 双 曲 正弦 和 双 曲 余弦 和 这 些 三 角 函 数 之 间 有 密切 的 关系 : 
| — isinh(iz) = sinz, coshCiz) = cosz, (3) 
— isin(iz) = sinhz, cos(iz ) = coshz. (4) 
下 面 是 一 些 有 关 双 曲 正 弦 和 双 曲 余弦 的 用 得 更 广泛 的 等 式 
sinh(— =) =— sinhz, cosh( 一 z) = coshz, (5) 
cosh? z — sinh’ z = 1, (6) 
sinh(z, + 22) = sinhz, coshz, + coshz; sinhz, ， (7) 
cosh(z, +22) = coshz,coshz; + sinhz, sinhz, ， (8) 
Al 
sinhz = sinhzcosy + icoshzsiny, (9) 
coshz = coshxcosy + isinhzsiny, (10) 
| sinhz |? = sinh’ + яп? у, (11) 
| coshz |? = sinh’ х + cos’ y, (12) 


这 里 z=zx 十 iy， 这 些 等 式 可 以 由 定义 (1) 直 接 得 到 ， 然 而 利用 关系 式 (3) 和 (4) 更 容易 得 到 . 


Я ”为 了 说 明 我 们 刚才 所 提示 的 证 明 方法 ， 我 们 来 证 一 下 等 式 (11)， 根 据 关 系 式 (4) 的 第 


一 个 ， | sinhz | :二 | sin(iz) |°. Bp 
| sinhz |? 一 | sin(— y+ ir) |’, 
这 里 e~atiy. GRAS 33 FSR RNA 


(13) 
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| sin(x + iy) |? = sin? x + sinh’ y; 
这 就 证 明了 等 式 (11). 
考虑 到 sine 和 cos: 的 周期 ， 再 结合 关系 式 (4)，sinhz 和 coshz 是 以 2xi 为 周期 的 周期 函 
Ж. 关系 式 (4) 还 说 明了 


sinhz = 0 的 充 要 条 件 是 z= 二 nxi (n= 0,41, +2, ---) (14) 
coshz = 0 的 充 要 条 件 是 z = (б^): (п = 0, +1, +2,--.). (15) 

z 的 双 曲 正切 是 通过 以 下 等 式 来 定义 的 
tanhz = ПЕ (16) 


它 在 coshz 关 0 的 任意 区 域内 解析 ， РЖ cothz, sechz, cschz 分 别 是 函数 tanhz. coshz, sinhz 
的 倒数 ， 下 面 的 求 导 公 式 在 微 积 分 中 对 实 变 量 的 函数 是 成 立 的 ， 很 容易 证 明 它 们 对 复 变 量 z 也 
成 立 : 


全 tanhz = sech’ z, 后 cothz =— esch’ z, (17) 
E sechz =— sechztanhz, 号 cschz =— eschzcothz. (18) 


练习 


1. 证 明 第 34 节 等 式 (2) 所 提 到 的 sinhz 和 coshz 的 导数 . 

2. 通过 以 下 方法 证 明 sinh2z 二 2sinhzcoshz 

(a) 第 34 节 sinhz，coshz 的 定义 (1)5 | 

(b) 第 33 节 的 等 式 sin2z=2sinzcosz 和 第 34 节 的 关系 式 (3). 

3. 说 明 如 何 分 别 由 第 33 节 的 等 式 (7) 和 (6) 得 到 第 34 节 的 等 式 (6) 和 (8), . 

4. 结合 sinhz 二 sinh(x 十 iy)，coshz 二 cosh(z 十 iy) 说 明 如 何 分 别 由 第 34 节 的 等 式 (7) 和 和 
(8) 得 到 等 式 (9) 和 (10). 

5. 证明 第 34 节 关 于 | coshz |? 的 表达 式 (12). 

6. 采用 以 下 方法 证 明 | sinhz | < | coshz | <coshz 

(а) % 34 节 式 (12)，; 

(b) 第 33 节 练 习 11(b) 得 到 的 不 等 式 | sinhy | < | cosz | <coshy. 

7. 证 明 | 

(a) sinh(z+ xi) = — sinhz; 

(Cb) cosh(z+ xi) =—coshz; 

(c)tanh(z+ xi) =tanhz. 

8. 详细 说 明 为 什么 第 34 节 中 式 (14) 和 (15) 成 立 . 

9. 利用 上 题 得 到 的 结论 找 出 双 曲 正切 的 所 有 零点 和 奇 点 . 

10. 推导 第 34 节 的 求 导 公式 (17)， 


MF % Ж 81 


11. 利用 第 27 节 的 反射 原理 证 明 ， 对 任意 的 z, 

(a)sinhz=sinhz; (b)coshz=coshz. 

12， 利 用 上 题 得 到 的 结果 证 明 在 cosh 关 0 WHER A, Atanhz=tanhz. 

13. 利用 第 26 节 的 引 理 并 且 假 设 所 给 等 式 中 的 = 被 zx 代替 后 仍然 成 立 ， 证 明 

(a)cosh’z—sinh’?z=1; (b)sinhz+coshz=e’. 

(与 第 33 节 练 习 5(b) 做 一 下 比较 ) 

14. 为 什么 函数 sinhle ABBR? 用 hy 把 它 的 实 部 表示 出 来 ， 说明 为 什么 它 的 实 部 
作为 一 个 项 数 处 处 调和 . 

15. 利用 第 34 节 的 等 式 (9) 或 (10) 像 第 33 节 的 练习 17 一 样 找 出 下 列 方程 的 所 有 根 


(a)sinhz= i; (bcoshz=+, 


答案 : (a) (2+5 )ni(n=0, +1, +2, +0); (b) (2+ ) xi (n= 0, +1, +2, =). 


16， 找 出 方程 coshz 一 一 2 的 所 有 根 ( 与 第 33 HAA 18 做 一 下 比较 ). 
答案 ， 土 In(2 十 V3) 十 (2n 十 1D)xiCn 二 0， 士 1， 土 2，…*). 


35 反 三 角 函 数 和 反 双 曲 函 数 


三 角 函 数 和 双 曲 函数 的 反 范 数 可 以 通过 对 数 来 描述 . 
为 了 定义 反正 弦 函 数 sinz, 
X z = sinw №, w= sin'z 

Bp 34 
e™ —e™ 

2i 
时 ， 令 w= 二 sin-1z， 如 果 我 们 把 这 个 等 式 写成 e* 的 二 次 方程 的 形式 

(её )2 — 2iz (e) —1=0, 

把 e* 解 出 来 (参看 第 9 节 练 习 8(a))， 我 们 发 现 


z 一 


е = іх +t (1 — 22), (1) 
这 里 (1 一 z?) 是 z HO АЖ. 方程 (1) 的 两 边 取 对 数 再 结合 w=sin :zx， 我 们 得 到 表达 式 
sinz =— ilog[iz + (1 — 27)? ]. (2) 


下 面 的 例子 说 明 зіп 是 多 值 函数 ， 在 每 一 点 x 有 无 穷 多 个 值 . 
М ”表达 式 (2) 告 诉 我 们 
sin? (— i) =— Йов(1 +42). 
但 是 
iog(1 十 V2) = ln(1 十 V2) 十 2zri (n= 0,41, 425°") 
logd —V2) = InW2—-1D + n+ Dri (一 0, 士 1，, 士 2，…). 


82 £34 
由 于 


62—10 = in =— ша +2), 


十 V2 


所 以 
(一 1)"ln(1 十 V2) + nri (人 一 0, 士 1, 士 2,…) 
构成 log(1 士 V2) 的 值 集 ， 因 此 在 直角 坐标 下 ， 有 
sin! (— i) = nr + i(— D™ Indl + V2) (п= 0, 1, 2, ---). 
我 们 可 以 用 推导 表达 式 (2) 的 方法 导出 
cos -lz =— iloglz + #01 — 22), ] (3) 
itz 


i— z 


r 


(4) 


tan ' = 7108 


函数 cos'e 和 tanz 也 都 是 多 值 的 ， 当 平方 根 和 对 数 函 数 取 特 殊 的 分 支 的 时 候 ， 因 为 这 三 个 
反 函 数 都 是 解析 函数 的 复合 代数 运算 ,所 以 它们 也 是 单 值 解 析 的 . 
由 上 也 很 容易 得 到 这 三 个 函数 的 导数 .前 两 个 函数 的 导数 取决 于 所 选 的 平方 根 的 值 : 


sine = qo (5) 
cose = а. (6) 
第 三 个 的 导数 
| d, a 1 
аа z = IFz’ (7) 
不 依赖 于 这 个 函数 取 单 值 的 方式 . 
双 曲 函数 的 反 函 数 也 可 以 用 同样 的 方式 来 得 到 . 结果 是 
sinh z = logiz+ (22 +1)'”], (8) 
cosh! = = Іов[= + (=? —1)'?], | , (9) 
tanh = = Flog 1 + =. | (10) 
最 后 ， 我 们 注意 的 是 一 般 对 反 函 数 的 另 一 个 通用 的 表达 式 是 arcsinz， 等 等 ， 
练习 


1， 找 出 下 列 函 数 的 所 有 值 
(a)tan | (21); (b)tan™ (1+);  (e)cosh™*(—1); (а? tanh™'0, 


ER: (a) (nt ) 183600, £1, £2, =); (d)nxi(n=0, +1, +2, =). 


>. ЖШТ? sinz=2 
(a) 让 方程 中 的 实 部 和 实 部 相等 ， 虚 部 和 虚 部 相等 ; 
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(b) 运 用 第 35 节 sin 'z RERO). 
BR: (20+ )xtiln(2+¥3)(n=0, +1, +2, =). 


. 解 方程 cosz 一 V2. 

推导 第 35 节 sin 'z 的 导数 公式 (5). 

. 推导 第 35 节 тап = 的 表达 式 (4). 

. 推导 第 35 节 тап 'z 的 导数 公式 (7). 
.推导 第 35 节 的 cosh :> 的 表达 式 (9). 


Уј ә oO eA W 


第 4 章 R 分 


积分 在 复 变 函 数 的 学 习 中 有 着 极其 重要 的 地 位 .在 本 章 中 ， 我 们 将 展现 积分 理论 优雅 而 严 


谨 的 特征 ， 所 描述 的 定理 都 非常 简练 而 深刻 ， 但 大 多 数 的 证 明 很 简单 . 


36 函数 w(t) ВО 


为 了 用 一 种 简单 的 方法 来 介绍 f(z) 的 积分 ， 我 们 需要 先 考 虑 实 变 量 t 的 复 值 函 数 w 的 导 


数 . 我 们 记 А 
wt) = u(t) +i), 


(1) 


ЖЖ (о) ор: HR ARR. 函数 (1) 在 一 点 上 的 导数 w(t) 或 dL[w(z)]/di 可 定 


义 为 
w(t) = u(t) + iw (2), 
其 中 假设 在 i 点 w 和 v 都 存在 . 
由 定义 (2) 可 得 对 每 个 复 常数 zo =r Hiyo» 


[00] [Cro + уо) lu + iv] = [lrou – yov) Б: 0 уои + хоо) |’ 


= (лои — yov) + (уои + av)’ = (хои — yov) + Куои + zov). 


Crou — yov ) Суон + rov) = (хо ау) (и + в’) = zw (t), 


因此 
ar, w(t) ] = zo (t) 
dt 


я 一 个 我 们 将 会 常常 用 到 的 希望 成 立 的 法 则 是 
d 


a = Ze70' , 


其 中 zo。 二 zo 十 iyo， 为 了 验证 上 式 ， 我 们 将 函数 写成 


Zot 


e = ep’ = ecosyot + ie™!'sinyot 
并 由 定义 (2) 可 见 
d 


ae = (e'cosyot)’ + i(e'sinyot)’. 


根据 微 积 分 中 的 一 些 熟悉 的 法 则 和 一 些 简单 的 代数 运算 可 得 


Чен = (хо + iyo) Ce cosyot + іе‘ sinyot) » 


(2) 


(3) 


(4) 


86 #4+ 


fer = (ло + iy ee", 
显然 这 就 得 到 了 式 (4). 

在 微 积分 中 学 到 的 其 他 各 种 法 则 ， 如 函数 之 和 与 函数 之 积 的 求 导 法 则 ， 对 上 面 的 复 值 函 数 
依然 奏效 ， 像 公式 (3) 和 公式 (4) 那 样 ， 利 用 微 积分 中 的 对 应 法 则 就 可 以 验证 ， 然而， 应 该 指出 
并 不 是 所 有 在 微 积 分 中 成 立 的 法 则 都 对 (1) 型 的 函数 成 立 ， 下 面 的 例子 前 明了 这 一 点 ， 

Я Wwe aces ЕЕ; ПЕНЗЕ аСТ LOREX KA LES. Вр 
使 当 a<t<5 时 w'(z) 存 在 ， 微 分 中 值 定理 也 不 再 成 立 ， 更 清楚 地 说 就 是 ， 不 一 定 存在 数 c 在 
区 间 a 二 :过 5 上 满足 
wb) — wla) 

Б — а у 
只 需 考虑 函数 wld) =e (Ot RADU р A. 此 时 | м’ (0) | = | гей | =1; 这 意味 
Bw ORAS, Ш (20) — 000) =0. 


37 AM w(t) 的 定 积分 
当 w(t) BE + 的 复 值 函 数 时 ， 记 为 


wile) = 


wt) = u(t) + iv), 1) 
其 中 函数 u(t) 和 WOR г HLERA, оС) Е KR ach 上 的 定 积分 定义 为 
Госа = [ucorde+ о, (2) 
上 上 式 前 提 是 右边 的 两 个 积分 都 存在 .因此 有 
Ref wodt = [ега 和 оса = | miwa Jae (3) 


例 1 为 了 说 明定 义 (2)， 
1 Ке Е 1 гуа А ‘ord _ 2 . 
[a+ d= [a-a 8+], t = = +: 


用 同样 的 办 法 可 以 定义 在 无 界 区 间 上 WOR LAD. ЕО) иот оова В, Е 
们 的 积分 就 存在 ， 其 中 分 段 连续 指 函 数 在 给 定 区 间 上 除了 有 限 个 点 外 处 处 连续 ， 且 在 这 有 限 个 
不 连续 点 上 存在 单 边 极限 ， 当 然 ， 在 a 点 只 要 求 右 极限 存在 ; 在 6 点 只 要 求 左 极限 存在 ， 当 
ис) оС ВОЕН, ПИЯ оС ВОВЕ. 

关于 函数 ОИ. ИВО, BORA Ы ЯНА АЕ ВО ДК А У ВО. 
这 些 法 则 还 有 性 质 


[wid = Гоа fwod, 


都 很 容易 利用 微 积 分 中 的 相应 法 则 得 到 验证 . 
关于 有 原 函数 的 微 积 分 基本 定理 也 能 推广 ， 使 得 对 (2) 型 的 积分 也 是 成 立 的 ， 特 别 地 ， 设 
w(t) = u(t) + ivt) MW) = UC) + iV) 
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在 区 间 аЬ ЕЕ. ЖУ’Ф=ш (а, MAU M=ult), У (0) = обо). FRM 
定义 (2) 得 


6 5. b 
| шаг оо | о | 
= ГО) + iV] — Са) + М]. 
Вр 
b 
fwod =w -wa =w |i. (4) 
fl 2 由 于 (e*) =ie* CH 36 №), 


т/д | , 
| ех dt=— іе“ 
0 


п/4 
0 


一 一 ie™t +i 


(1, iy,. от 
т Binzer} z) 
我 们 最 后 给 出 积分 模 的 一 个 重要 性 质 . 即 
[Гоа < [|| wC) | dt (a <b). (5) 


这 个 不 等 式 当 左边 积分 值 为 零 时 显然 成 立 ， 特 别 当 a 一 5b 时， 因此 在 验证 这 个 式 子 时 ,我 们 假 
设 它 的 值 是 非 零 复 数 . 如 果 Мо 分 别 是 常数 的 模 和 幅 角 ， 那 么 


b . 
| wdt = пе%. 
Жи, 8 
n= few wdt. (6) 


等 式 的 左边 是 实数 ， 故 右边 也 是 . 因此， 利用 实数 的 实 部 是 它 本 身 和 性 质 (3)， 我 们 得 到 (6) 式 
的 右边 可 以 写成 


6 b b 
f е wdt = Ref е7 wdt = f Ке(е w)dt. 


那么 等 式 (6) 变 为 
ro = | Rece w)dt. (7) 
但 
Re(e w) Ф| ео w | = | % | wl =| ш |; 
因此 根据 等 式 (7)， 


b 
п iwla 


因为 ro 就 是 (5) 的 左边 ， 所 以 (5) 式 成 立 ， 将 上 面 过 程 稍微 修改 就 可 得 到 
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Гоа | | w(t) | de, (8) 
其 中 假定 广义 积分 存在 . 
练习 


1. 利用 微 积分 中 的 相应 法 则 验证 当 
wt) = u(t) + iv(t) 


是 实 变量 + 的 复 值 函数 且 w (OFER, РЯ, 
а а ш (一 站 ,其 中 (一 站 表示 ww(D) 在 一 :点 的 导数 ; 


Гас аб? О). 
2. 计算 下 列 积分 : 
2 2 af со 
wf (+i as w [Mer des Co [Гете > 0). 


答案 : @— 7il; oats, (+. 
3. 证 明 如 果 т An 是 整数 ， 那 么 
[еее as = ae man 
o 2n т = п 


4， 根 据 第 37 节 中 的 关于 一 个 实 变量 的 复 值 函数 的 积分 定义 (2)， 
[letras = [е coszdz + ife sinzdz. 


通过 计算 左边 积分 的 值 并 取 其 实 部 和 虚 部 来 求 右边 的 两 积分 值 . 

ЖЖ. 一 (1 十 er)/2， (1+e")/2. 

5. Ворон УК aKo 上 的 连续 复 值 函 数 ， 通 过 考虑 函数 wt) = 来 证 明 不 一 
定 存在 区 间 a 二 :二 b 上 的 数 c 使 得 


[wide = осо в а). 


这 表明 微 积 分 中 的 积分 中 值 定理 对 复 值 函数 不 一 定 成 立 (与 第 36 节 中 的 例子 做 比较 ). 
6. Hw) =u) tivo КЕ MER -ata 上 的 连续 复 值 函数 ， 
(a) 设 w(t) 是 偶 函 数 ; 即 0—2) =) Е EEA t 都 成 立 . 证 明 


| w(t)dt = 2f wodt. 

—а о 

Cb) 证 明 如 果 w(t) р ЖИ w( 一 1) 二 一 w(t) 对 区 间 上 任 一 点 t 都 成 立 ， 那么 
Г w(t)dt = 0. 


提示 : 利用 相应 的 实 值 奇偶 函数 的 积分 性 质 . 
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т. 应 用 第 37 节 中 的 不 等 式 (5) 来 证 明 对 于 区 间 一 1] 委 z 委 1 上 的 所 有 xz 值 ， 函 数 ? 
P(x) = [бе a7 c056)"dd (и = 041,25) 
满足 不 等 式 | P, (x) | <1. 
38 A 


一 个 复 变量 的 复 值 函数 的 积分 是 定义 在 复 平面 中 的 曲线 上 的 ， 而 不 仅仅 限于 实 区 间 ， 为 了 
学 习 这 种 积分 ， 在 这 节 中 将 介绍 几 类 曲线 . 116 
复 平面 上 由 zx 一 (z，y) 组 成 的 点 集 称 为 一 条 狐 ， 如 果 
х= 200), у= уш) (Caxgt<d), (1) 
其 中 z(t) 和 уа 上 的 连续 函数 ， 这 个 定义 给 出 了 一 个 从 区 间 а 到 zy 或 z 平面 
的 一 个 连续 映射 ， 且 和 像 点 随 的 增长 是 有 向 的 ， 用 下 面 的 等 式 来 描述 弧 是 很 方便 的 : 
z=2@) (ax<t1<b), (2) 


其 中 
z(t) = x(t) + iyl). (3) 
弧 CHH ФК YRS, MARMARA, 即 C 是 简单 的 ， 如 果 nA 时 就 有 =) 
Ax). МК CRT RE z(5) 一 z(a) 外 是 简单 的 话 ， 我 们 就 称 CAM EM WARS eS wR, 
有 的 特别 的 弧 的 几何 性 质 使 得 (2) 中 的 参数 上 要 有 不 同 的 表示 .事实 上 ， 可 以 看 下 面 的 
AT. 
例 1 第 10 节 中 的 由 下 式 决定 的 折线 
rt+izFO0<ax<l 
z= . (4) 
х+і,Ж1і<х$2 


是 由 0 到 1 十 ; 的 线段 和 1 十 i 到 2 十 i 的 线段 连接 起 来 的 (图 36) 一 条 简单 弧 . 


例 2 以 原点 为 圆心 的 单位 圆 . 
z=e® (0<0< 2х) (5) [117 


名 “这些 函数 实际 上 是 多 项 式 ， 它 们 称 为 勒 让 德 多 项 式 ， 在 应 用 数学 中 很 重要 ， 例 如 ， 参看 附录 А 中 Lebedev 写 的 书 
的 第 4 章 . 
© FAC. Jordan(1838 一 1922) 的 姓 命名 . 


90 BAF 


是 一 条 逆 时 针 方 向 的 简单 闭 曲 线 ， 同 样 以 z。 ИО К A 


х = х р Кей (0<0< 2n) (6) 
в — РЕР Гор АУ у ЕР CLS 6 节 ). 
同样 的 点 集 能 组 成 不 同 的 弧 . 
例 3 м 
z=e" OKA 2x) (7) 


与 式 (5 描述 的 驱 是 不 同 的 ， 点 集 是 相同 的 ， 但 这 个 圆 是 沿 顺 时 针 方 向 的 . 
例 4 м 、 
z= е(0 < 0 < r) (8) 
上 的 点 与 构成 (5) 和 (7) 的 点 是 相同 的 .但 这 条 统 的 不 同 之 处 在 于 它 沿 圆周 逆 时 针 方向 转 了 
WK, 
当然 对 任何 给 定 的 弧 ， 其 参数 方程 表示 是 不 唯一 的 ， 实 际 上 可 以 通过 变量 的 替换 将 参数 的 
取 值 范围 定 在 其 他 任何 区 间 上 .具体 说 来 ， 设 函数 
| t=) UKTA (9) 
是 将 区 间 ат PRB а << 上 的 实 值 函 数 ( 见 图 37)， 我 们 假设 ИИ GRE. Mit 
任何 * 均 有 风 (z) 之 0; 这 保证 了 上 是 随 * 递增 的 .表达 式 (2) 经 过 映射 (9) 变 为 
z= Z(r) (а<т&< р) (10) 


图 37 t=$¢(r) 


其 中 
Z) = zLg(Cr)]. (11) 
在 练习 3 中 我 们 给 出 了 一 个 具体 的 函数 说 明了 这 个 问题 . 
现 设 用 于 表示 C 的 函数 (3) 的 导数 

z(t) = x(t) + іу (0) (12) 
的 实 部 z (2) 和 虚 部 у (1) 在 整个 区 间 ab БОЕ Н. ЯВА ЯКИ КО TMM, BSE 
函数 | 

| le’) = ОТ ТУТ 

在 区 间 аЬ LAR. 事实 上 根据 微 积 分 中 弧 长 的 定义 得 ,，C 的 长 度 是 
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b , | 
1= | асо | de. (13) 


如 我 们 所 希望 的 ， 在 С 表达 式 做 参数 映射 时 ,，L 的 值 不 变更 明确 地 说 ， 当 用 (9) 式 做 变 
量 替 换 时 ，(13) 式 将 变 为 [ 见 练习 1(b)] 


L= f | 2’ [$] | $ (=) de 


如 果 对 C 用 表达 式 (10) ， 那 么 由 其 导数 (练习 4) 
Za) = = [6 1 (0) (14) 
就 可 将 (13) 写 成 


月 
1 = | | Z) | de. 


因此 C 的 表达 使 用 (10) 式 ， 其 长 度 保持 不 变 . 

如 果 (2) 表 示 一 条 可 微 统 且 在 区 间 a<t<<5 上 处 处 都 有 xz’(z) 隆 90， 那么 单位 切 向 量 
z(t) 
| z (2) | 
对 开 区 间 上 的 所 有 zt 都 有 定义 ， 且 倾角 为 argz' (1)， 在 区 间 a 二 :<b5 ЕТ ВЖЕ 的 变化 而 连 
续 转 动 的 ， 当 z( 六 看 作 是 径 向 量 时 ，T 的 这 种 表达 式 正 是 在 微 积 分 中 出 现 过 的 形式 ， 这 样 的 弧 
称 为 是 光滑 的 ， 在 提 到 光滑 弧 =z) UaK, RIRU A z ORME ась 上 连续 
AF ax<t<b 上 不 为 零 . 

一 条 图 道 或 分 段 光滑 缴 是 指 一 条 由 有 限 条 光滑 弧 在 端点 连接 起 来 后 得 到 的 弧 . 于 是 如 果 
(2) 表 示 一 条 围 道 ， 那 么 z(t) 是 连续 的 ， 且 z' (+) 是 分 段 连续 的 . 例如 折线 (4) 就 是 一 条 围 道 . 
当 z(1) 只 有 在 起 点 和 终点 的 值 相 同时 围 道 C 就 叫做 简单 闲 力道 ,例如 (5) 和 (6) 及 给 定 方向 的 
和 矩形 或 三 角形 .一 条 围 道 或 简单 闭 围 道 的 长 度 为 组 成 这 条 弧 的 光滑 张 长 度 之 和 . 

任何 一 条 简单 闭 曲 线 或 简单 闭 围 道上 的 点 都 是 两 个 互 不 相交 的 区 域 的 边界 点 .一 个 区 域 在 
C 内 部 且 有 界 . 另外 一 个 在 CHAR. 从 几何 上 很 明显 可 以 接受 这 个 事实 即 著 尔 当 曲 线 定理 ; 
但 严格 证 明 不 容易 9? , | 


练习 
1. 证 明 如 果 wid =u) tivo 8 arch LER, BA 
(a) [lec ра = [Госа ; 


T= 


(b) [wa = [сас de, 其 中 gz) 是 第 38 节 中 式 (9) 中 的 函数 . 


提示 : 这 些 等 式 可 以 通过 验证 它们 对 实 值 函数 成 立 而 得 到 ， 
2， 设 C 表示 圆周 | = | 一 2 的 右 半 部 分 ， 用 道 时 针 方向 为 正 ，C 有 下 面 两 个 参数 表达 式 是 


© F Newman 的 书 115 一 116 页 ， 或 参看 Thron 的 书 的 第 13 节 ， 这 些 书 的 书 名 在 本 书 的 附录 A 中 已 列 出 ， 对 C 是 
简单 多 边 形 这 一 特殊 情况 ， 在 Hille 的 论文 集 的 第 一 卷 的 281 一 285 页 中 有 证 明 ， 此 卷 书 名 在 本 书 的 附录 A 中 也 已 
列 出 . 
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z=: = 2 (~F<0<F) 


z = Zly) =/4—yt+iy (29у 2). 
试验 证 ZO =z], Ж 


$Су) = arctan oS (— 5 <arctant < 5). 
FFE A $ ЖЖ 38 节 (9) 所 要 求 的 存在 正 导 数 

3. 推导 出 如 图 37 中 在 址 平面 上 过 点 (ac，a) 和 点 (8，2) 的 直线 的 方程 . 利用 它 找 出 38 节 
(9) 式 中 用 到 的 线性 函数 $(r)， 在 那里 这 个 函数 是 用 来 将 (2) 变 为 (10) 的 . 

BR, po = 09, 98 ба 

B-a Ва 

4. Ж Z(r) 一 =[Lg(r)] 的 微分 来 验证 38 节 中 的 式 (14). 

Be: в Z(r) 一 zLg(r)] 十 iy[%r)]， 再 利用 实 值 栅 数 的 链 式 法 则 . 

5， 设 函数 ЖЕ === (р) (аа) EA zo 二 z(to) 处 解析 .证 明 如 果 w= 


fie], BAER t= 点 有 


w(t) = f Ez(2) J]z' (7). 
提示 ; Weu, +, у) М 200) =х00) tiv), BA 
w(t) = ulz(@), yo] + iwlar), y]. 
然后 利用 微 积 分 中 两 个 实 变量 的 函数 的 链 式 法 则 得 
w = (Ur В uy) Filur 二 vy ), 
再 利用 柯 西 - 歼 曼 方程 | 
6. Я y(z) 是 定义 在 区 间 05 21 上 的 实 值 函数 ， 表 达 式 如 下 


y(n) — н) „оса 1 


0,Жлх= 0 


(а) TEA 
х= х +іу(х) OKIS!) 


表示 一 条 如 图 38 所 示 的 与 实 轴 交 于 点 z=1/1(n=1, 2, OM ==0 МА С. 
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(БЕ (а) PHIM С 是 一 条 光滑 绝 ， 
提示 : 为 证 明 yE r= 的 连续 性 ， 只 需 注 意 到 c>0 时 


o< 


z’sin( £) |< x, 
同样 由 此 可 得 到 y (0) 及 у (х) х=0 的 光滑 性 . 
33 BARS 


现在 我 们 来 研究 复 变 量 = 的 复 值 函数 /的 积分 . 这 样 的 积分 一 般 是 用 f(z) 沿 复 平面 上 给 
定 的 从 z= 二 zi 到 = 2, МЕН C 的 值 来 定义 的 . 因此 是 一 个 线 积 分 ， 它 的 值 依赖 于 围 道 C ят ра 
Rf. ite 


Гора 或 | faz, 
|. И 


一 般 后 一 记号 常 在 积分 的 值 不 依赖 于 连接 两 端点 的 围 道 的 选择 时 使 用 . 当 积分 可 以 直接 定义 为 
和 的 极限 时 ， 我 们 就 用 37 节 中 介绍 的 定 积分 来 定义 . 
设 А 
х= х1) (Utb) (1) 
表示 围 道 C， 从 点 zi 二 z(a) 到 点 =, ==(6). М f(z) 在 C 上 是 分 段 连续 的 ， 即 ГС Т Па] 
(ath) LAD RES BRM. 我 们 定义 f 沿 C 的 围 道 积 分 如 下 


| ҒО) = [ое оа, (2) 
C a 


注意 ， 由 于 C 是 一 条 围 道 ， 所 以 * (О) (аЬ) ЛУВА Н); 故 (2) 的 积分 的 存在 性 得 以 
围 道 积分 的 值 在 对 围 道 的 表达 式 做 如 38 节 (11) 型 的 映射 时 是 不 变 的 . 这 个 论证 过 程 只 需 
仿照 38 节 中 证 明 弧 长 的 不 变 时 的 过 程 即 可 . 从 定义 (27 和 37 节 中 提 到 的 复 值 函 数 积 分 的 性 质 
立即 可 得 对 任意 复 常数 x, 
| zof C2) dz = zo| усб, (3) 
及 
| След 十 g(z)]dz = [лса f gde. (4) 
与 积分 (2) 中 用 到 的 围 道 C 相关 联 的 是 围 道 一 C， 它 与 围 道 C 的 点 集 是 相同 的 ， 但 是 方向 与 C 
HR, EX zs 到 2. (图 39)， 围 道 一 C 有 参数 表示 : 
аси (-b<1<—a); 
并 且 从 37 节 练 习 1(a) 的 观点 来 看 ， . | 
[сда = [fD] Sed =- | flc ede, 
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) 
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图 39 


其 中 (г) г ВОРА 2 (1) О Е — г 的 值 ， 在 最 后 的 积分 中 做 上 映射 * 一 一 上 然后 由 38 
节 练 习 1(a) 可 得 
| лера» = Сесе Wade, 
也 就 是 
[ fede = | Года» (5) 


现在 考虑 表达 式 如 (1) 的 一 条 路 径 C， 它 由 从 z De 的 围 道 C, 与 从 zs We HAC Е 
接 而 成 (图 40)、 存 在 c， 满 足 а<с<Ь, 使 得 z(c) 一 zz。 那 么 ，C 可 表示 为 
| z=xt) (a<t<c) 
而 С, 可 表示 为 
z=2xt) (ct Б). 


图 40 С=С, +C 


而 且 由 37 节 中 提 到 的 w(z) 的 积分 法 则 得 
[fle оё = [сео ae + | усе) ar, 
那么 很 明显 地 有 
|. уба: = |А гада |. fC) dz. (6) 


НСС, 和 С, 的 和 ， 记 为 Ci 十 Cs， 当 围 道 C; AC 有 相同 的 终点 时 ， 可 以 定义 C 和 
—C, 的 和 ， 记 为 C1 一 Cs. Е 
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在 微 积分 中 定义 的 积分 的 几何 意义 可 以 解释 为 面积 或 其 他 东西 .但 在 复 平面 上 的 积分 除了 

特殊 情况 外 ， 一 般 没 有 什么 有 意义 的 几何 或 物理 上 的 解释 . 

40 ”举例 


这 节 的 目的 是 针对 39 节 中 的 积分 的 定义 给 出 例子 并 说 明 那 里 提 到 的 积分 的 性 质 ， 我 们 将 
在 42 节 中 用 Гон аА. 
例 1 求 下 面积 分 的 值 : 


с 


其 中 C 是 圆周 | | 一 2 上 从 == —22 9] = 21 的 右 半 部 分 (图 41): 


_ of n К.Я 
2 = 2e ( 2 =90=— ae 
根据 39 节 定 义 (2)， 
х/ — 
1 | Ё B57 20)’ 49; 
—x/2 
由 于 
ей =e H (ety = ie”, 
就 得 到 
к/2 А А к/2 
I= | 26” Zie” 40 = aif dg = 4ni. 
—x/2 —x/2 


注意 到 当 = 在 圆周 | = | =2 EM, ЖЖ xz 一 4 或 z=4/z， 于 是 T 一 4ri 可 写成 


| dz = ті. . (2) 
例 2 在 本 例 中 ， ROC 表示 图 42 中 的 围 道 OAB 并 计算 积 
分 
| уо): = [лса | олсаг, (3) 
其 中 


f(z) = у х i382? (z= Zr+iy). 
直角 三 角形 OAB 的 直角 边 OA 可 用 参数 表示 为 = 一 0 十 让 (0 魏 ? 图 42 
过 1); 由 于 在 这 个 直角 边 上 的 点 都 满足 z= 二 0， 所 以 此 时 有 f) = 
у(0<у<1). 从 而 


т > 


1 | Ale i 
[пов [ау = if yay = 5. 
Ол 0 0 
在 直角 边 AB 上，z 二 x 十 i(0<z<1); 所 以 
: p 1, 
[оа = | а-=- 827) + Ade = Га оа si| ade = р 
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从 等 式 (3) 可 见 


| Fdz = Ë, (4) 
с 2 


如 果 用 С, 表示 直线 у=х 上 的 区 间 OB ， 参 数 表示 为 * 一 xz 十 iz(0 委 z 魏 1)， 


| fdz = | — 37а + ағ = 3(1— || dz =1-i. (5) 
BR OBC AC, 两 条 围 道 的 积分 值 不 同 ， 虽 然 C! AC, 有 相同 的 起 点 和 终点 . 
从 上 面 可 见 f(z) 沿 简单 闭 围 道 OABO 或 Ci 一 Cs 的 积分 为 非 零 值 
| fdz — | f(z)dz = =. 
例 3 在 这 里 我 们 设 C 表示 任意 一 条 从 zi 到 zs 的 光滑 弧 ( 图 43) 
== 200) (a<t<b). | 
为 了 计算 积分 


I= | zdz = frora, 
C a 


注意 到 37 PAA 1(b) 中 
4 BOL = ког. 


因此 


EOJ 
2 a 


(AB rb), (а) =; Н1=(2—2)/2. AF I WAR RET OC 的 端点 ， 与 所 取 的 弧 无 
关 ， 我 们 可 以 写成 i | 


l= è [e(b) }? — [=(а) ]? 
= = 


| ede = zazi (6) 
21 2 


(与 例 2H, PRATHER ERS CRAM.) ， 
表达 式 (6) 当 С 是 围 道 时 也 成 立 ， 因 为 围 道 是 由 几 条 光滑 红 Ck 二 1，2，…，7) 硕 次 连接 
而 成 的 . 更 明确 地 说 ， 设 Ci 连接 点 xx 和 zi. 那么 
| zdz = Df zde у ея, (7) 


k=l 
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其 中 z 是 C 的 起 点 ，xz,+; 是 C 的 终点 . 
从 表达 式 (7) 可 以 看 到 f(x) 二 z 沿 平面 上 的 任意 闭 围 道 的 积分 值 都 为 零 ( 与 例 2 比较 ， 那 里 
给 定 的 函数 沿 一 定 的 闭 围 道 积 分 值 不 为 零 )， 一 个 沿 闲 围 道 的 积分 何 时 为 零 将 在 42 节 、44 № 
和 46 节 中 讨论 . 
例 4 设 C 表 示 从 点 z 一 3 到 х= —3 的 半圆 周 ( 图 44) 
z=3e (0<0< ж). 


虽然 多 值 函数 = 的 分 支 (30 节 ) 
f(z) == Мтей (к> 0,0 < 0 < 2r) (8) 


在 围 道 C 的 起 点 z=3 无 意义 ， НАХ 
I= | «de 


是 存在 的 .因为 被 积 函数 在 C 上 是 分 段 连续 的 ,为 了 看 到 这 一 点 ,我们 注意 当 =(0) 二 3e* 时 
函数 


200) = V3e"? = /Зсоз +iy3sin 2 O<6<m 


的 实 部 和 虚 部 在 9=0 存在 右 极限 分 别 为 /3 和 0， 因此 将 Ftz(6)] 在 0=0 的 值 定义 为 V3， 那 么 
ЕЖИКИ o<: 上 连续 、 所 以 


1 = Г {Be ie dð = 3V3:| ed 
0 о 


ко 2 р 2 
| е 40 = Le” 
0 31 


" 2 М 
, зато. 
最 后 可 得 

I=— 2430 + i). 


练习 


对 下 面 练习 1~6， 通 过 对 函数 C НЫЕ С 的 参数 表示 ， 计 算 | fde 


1. f(z) =(zt2)/z, СЯ 

(a) 半 圆周 z= 2e" (0<0<л); 

(b) 半 圆周 z= 2e” (п<0<2л); 

(ОВ z=2e (OOK 2m). 

ЖЖ: (a) 一 4 十 2xi; 《b)4 十 2xi; (O4xi. 
2. f(2=z—-1, CAB 

(а) ВИ el te? (п<0<2л); 

(b) 实 轴 上 的 区 间 Oa <2 

从 z=0 到 >z 王 2 9. 
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答案 ，(a)0; (b)0. , 
3. f(z) 二 xexp(nz)，C 是 以 0，1，1 十 i， 为 顶点 的 正方 形 的 边界 沿 道 时 针 方 向 得 到 的 
曲线 . 
ЖЖ: 4(ex 一 1). 
4， 设 函数 /(z) 由 方程 
1, 4y<0 
f(x) = ty, 4y>0 
定义 且 C 是 曲线 y= 二 =x? 上 从 点 zx 一 一 1 一 :到 z 一 1 十 ; OM. 
ЖЖ. 243i. 
5.F(z) 王 1 且 C 是 平面 内 任意 一 条 连接 z 和 zs 的 围 道 . 
BBs, 20—21. 
6. f(z) Е РЕЖ 
zt = exp[(—1+i)logz] (| z|>0,0<argz < 2r), 
C 是 圆周 | = | ЕТ 沿 正 向 生成 的 弧 . 
答案 ; (d-e). 
7. 用 37 节 练 习 3 得 到 的 结果 计算 


| =”="Ах, 
其 中 m 和 n 都 是 整数 ，C 是 由 圆周 | = | =1 取道 时 针 方 向 得 到 的 弧 . 
8. 计算 40 节 中 例 1 的 积分 1， 其 中 C 表达 式 为 
х = 4/4 — у (2972). 
CH 38 WAY 2). 
9. 4 C 与 C。 分别 表示 圆周 
х = Re” O <0< 20) Ж z= z+ Re 0052), 
用 参数 表示 证 明 当 f 在 C 上 分 段 连续 时 ， 
| repdz =|. f(z — zo) dz. 
10. S C 表示 圆周 | 2—5, | SR ВОЕН 2 AM. 用 Co 的 参数 表示 х= z - Ве (— п 
ож РЯ: 
w | de -2xi (| ce 一 am = 0 (n 一 士 1, 士 2,…) . 
Co Z Zo Co 


11. BAY 10 PHC, 及 其 参数 表示 来 证 明 


| (2 — 20)*% д2 = i 28 Sinlar), 
с, а 


其 中 a 为 任意 非 零 实 数 ， 被 积 函数 和 R BREA. (注意 ， 这 里 是 如 何 推广 了 练习 10(b). ) 
12，(a) 设 函数 f(z) 在 光滑 弧 C 上 连续 ，C 有 参数 表示 х = 200) (а<1<6); 也 就 是 
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РС) JEKE аЬ 上 连续 . 证明 如 果 gzr)(o 委 r 委 8 如 38 节 中 所 述 函 数 ， 那 么 
[flee wae = [Plz Iz" dr, 


其 中 Zr) =2[ (0) J. 

(b) 指 出 如 何 推出 (a) 中 的 等 式 在 С 为 一 般 曲 线 ，f(z) 在 其 上 分 段 连续 时 仍 成 立 ， 从 而 表 
明 在 参数 映射 时 f(z) 沿 C 的 积分 值 是 不 变 的 . 

提示 : 在 (a) 中 利用 38 节 练 习 1(b) 的 结果 然后 利用 那里 的 (14). 


41 ” 围 道 积分 模 的 上 界 
当 C 表示 围 道 z= 二 z(t) (atom, № 39 节 定 义 (2) 及 37 节 不 等 式 (5) 得 
|| fede = [flee eel < | | Л =>] || =" (42 | de. 
因此 对 任意 常数 M 如 果 满 足 对 C 上 的 点 z 都 有 1 f(z) | <M, RA 


еда <м| а | de. 
由 于 这 里 右边 的 积分 表示 围 道 的 长 度 工 ( 见 38 节 )， 可 见 f(z) 在 C 上 的 积分 值 的 模 不 超过 ML : 
лса < ML (1) 


这 里 当 f 在 C 上 满足 | F(z) | <M 时 上 式 也 取 严 格 不 等 号 . 

由 于 这 里 考虑 的 积分 路 径 都 是 围 道 ， 且 被 积 函数 在 上 面 分 段 连续 ， 所 以 (1) 中 的 M 总 会 存 
在 .这 是 因为 当 FEC 上 连续 时 ， 实 值 函数 | [z(t)] | 在 闭 区 间 а<:<ь 上 连续 ， 且 这 样 的 
函数 在 区 间 上 可 达到 最 大 值 M， 于 是 | f(z) | 在 C 上 连续 时 就 有 最 大 值 . 从 而 了 分 段 连续 时 
有 最 大 值 . , 

例 1 设 C 是 圆周 | = | =2 在 第 一 象限 由 * 一 2 到 z=2i ОД СЕ 45). 

由 不 等 式 (1) 可 证 明 

|. 524 dz |< $Z, (2) 


这 是 因为 首先 如 果 z 是 C 上 的 点 ， 那么 | z | =2, Ai 
[1z++4| 志 |z| 十 4=6 
| 22—112 12 —1|=7. 


因此 当 z 在 C 上 时 ， 
z+4 | 2+4 | 6 y 
= |= | <7 i Cr 
M= AR C 的 长 度 为 L 一 x， 我 们 用 不 等 式 (1) 就 可 以 得 到 (2). 2—35 
#2 Ce 为 半圆 形 路 径 (图 46) 
图 46 


z= Re* (0<0<ю, 
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xz“ 表示 平方 根 函 数 的 分 支 ， 
ви = уе" (r>0,-F<0< к). - 
不 需 计算 出 积分 的 值 就 可 以 看 到 
lim Fide = 0. (3) 


这 是 因为 当 | = | =R>1 时 ， 
| 21/2 = | /Re®? |= К, 
[аё +1122 |e [101-8 1. 
那么 在 Ce 上 的 点 处 ， 


JR 
= М, 其 中 М = рУ. 
因为 Ce KE «К, HARE) A 


dz 


g? 
|. 2? +1 
但 是 

Mel 一 КК , 1/R? _ к/ УВ 


Ri—1 LR 1—(1/R*)’ 
可 以 看 到 当 玉 趋 于 无 穷 时 ， 上 式 最 右边 的 项 趋向 于 零 . 于 是 极限 (3) 得 证 . 
练习 
1. 不 计算 积分 证 明 


<3 


f dz 
cz? — 1 
其 中 C 如 41 节 例 1 定义 的 曲线 . 

2. C 表示 从 点 xz 一 ;到 点 一 1 的 线段 ， 注 意 在 线段 上 的 所 有 点 中 ， 只 有 中 点 到 原点 距离 
最 近 ， 由 此 不 计算 积分 证 明 


IJ dz| < 4/8. 
с 2 ` 


3. 证 明 如 果 C 是 以 点 0、3i、 一 4 为 端点 的 三 角形 的 边界 
其 方向 沿 逆 时 针 方 向 (图 47)， 那 么 


| (е — z)dz| < 60 
С 


47 
4. Я Ce 表示 由 圆周 z | =R(R>2) W EX ARAM et BOOT. 证明 


хВ(28° +1) 


| 2z:—1 dz 
(及 一 1)(R 一 4) 


Ce = +527 +4 
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然后 在 上 式 右 边 分 子 分 母 同 除 以 R' ,证 明 当 К 趋 于 无 穷 时 积分 值 趋 于 零 . 
5. Я Ck 表示 圆周 | z | 一 RCR 之 1)， 其 方向 沿 逆 时 针 方 向 得 到 的 弧 . 证 明 


Logz x+InR 
|. z’ dz R ) 


由 此 根据 洛 比 塔 法 则 证 明 当 R 趋 于 无 穷 时 积分 值 趋 于 零 | 
6. SC, 表示 由 圆周 | z | =pO0<p<l), KHMER. B f(z) 在 | = | 二 1 内 解 
析 ， 证 明 如 果 z- 喧 表示 任 一 个 特定 的 解析 分 支 ， 那 么 存在 一 个 与 p 无 关 的 非 负 常数 M， 使 得 


| 21° fCzddz 


从 而 证 明 当 op 趋 于 零 时 积分 值 趋 于 零 . 
提示 : 注意 到 f(z) 在 | z | <1 中 解析 ， 从 而 连续 ， 故 在 | z | <1 中 有 界 (17 节 ). 
7. 设 Cn 表示 由 曲线 
zx 一 士 (N 十 1/2)x 和 yrt(N+1/2x 
围 成 的 正方 形 的 边界 ， 其 中 N 为 正 整数 ，C 的 方向 为 逆 时 针 . 
(a) 利 用 33 节 中 练习 10(a) 和 11(a) 中 得 到 的 不 等 式 
| sinz |>| sinz | 和 | sing [| sinhy |, 
证 明 在 正方 形 的 竖 边 上 有 | sine | <1, ЖЕ ЕЖ | sine | 之 sinh(x/2)， 因 此 存在 与 N 无 关 
的 正常 数 A， 使 得 对 所 有 Cy 上 的 点 =， 都 有 | sinz | >A. 
(b) 利 用 (a) 中 得 到 的 结果 证 明 


> 


< 2n( 


= 2xM vo. 


16 
< (2N+1)2A’ 


| dz 
Cy 22 sing 
从 而 得 到 当 М 趋 于 无 穷 时 积分 值 趋 于 零 . 


42 ARÄ 


虽然 一 般 来 说 函数 f(z) 从 zi 到 z 的 曲线 积分 的 值 依赖 于 所 选择 的 路 径 ， 但 确实 存在 一 些 
函数 从 = 到 zz 的 曲线 积分 的 值 与 所 选 路 径 无 关 ( 比 较 40 节 中 的 例 2 和 例 3)， 所 引用 的 这 些 例 
子 也 能 说 明 沿 闭 回 路 的 积分 值 有 时 可 为 零 ， 下面 的 定理 给 出 了 何 时 积分 不 依赖 于 路 径 ， 即 何 时 
沿 闭 回路 的 积分 值 为 零 . 

在 证 明 这 个 定理 的 过 程 中 ， 我 们 将 得 到 微 积 分 中 的 基本 定理 的 推广 ， 由 此 可 以 简化 许多 积 
分 的 求 值 ， 这 个 推广 中 给 出 了 在 区 域 D 上 的 连续 函数 的 原 骂 数 的 概念 ， 即 存在 下 使 得 F'(z) 一 
f(z)(zE D)， 注 意 原 函 数 必须 是 一 个 解析 函数 ， 并 且 一 个 给 定 函 数 的 原 函 数 在 相差 一 个 复 党 
数 的 意义 下 是 唯一 的 ， 这 是 因为 同一 函数 的 任意 两 个 原 函 数 F(z) 和 СС) Fe — GG) #0 
导数 为 零 ; 由 23 节 中 的 定理 知 如 果 解 析 函 数 的 导数 在 区 域 D 上 始终 为 零 ， 那 么 这 个 解析 函数 
在 DD 中 为 常数 . 

定理 eK f(z) 在 区 域 D ЕЯ. 则 下 列 三 个 结论 是 等 价 的 : і 

(ДУ р РАЖ ЖЖ ЕС); 
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Gi f(z) 洛 所 有 连接 z 和 xz， 且 完 全 在 DD 内 的 围 道 的 积分 值 都 是 一 样 的 ， 

GD f(z) 河 所 有 完全 在 DD 内 的 闭 力道 的 积分 值 都 为 零 ， 

要 强调 的 是 这 个 定理 并 不 能 说 明 对 任意 给 定 的 区 域 D 和 函数 f(z) 必 有 上 面 结论 之 一 成 立 . 
它 只 说 明 这 三 种 情形 是 同时 成 立 或 同时 不 成 立 的 .为 证 明 此 定理 ， 只 需 证 明 由 (可 推出 (ii) ， 
GD THE Gi), BGA GD AHEM. 

我 们 先 假设 (iD 是 对 的 . О 内 连接 z 和 z HH С ЖӘ 0, SHERI z= 
z(t) (ath), БАМ 38 节 练 习 5 可 知 

全 F[z(o] = FE] Ct) = flee) (a<t<d). 
因为 微 积 分 的 基本 定理 对 单个 实 变量 的 复 值 函数 也 成 立 (37 节 )， 所 以 
| еда» = | flew: wat = РГС] = Fle(6)] — FEzla)]. 


AW =(6) = 2, М zx(a) 一 zx， 那么 这 个 围 道 积分 的 值 为 
F(z.) — F(z); 

并 且 可 见 只 要 C 是 连接 zi Ш. 且 在 万 内 的 曲线 ， 那 么 这 个 值 就 与 曲线 C 236. 也 就 是 CH 
滑 时 

f Fdz = Fle) — F) = F|. o 
当 C 是 任意 位 于 DD 内 的 围 道 时 表达 式 (1) 依 然 成 立 ， 因 为 如 果 C 是 由 有 限 条 光滑 弧 C,(k=1, 
2，…， n) 组 成 的 ， 每 条 С, 从 zx 到 zi> 那么 

| ааа 一 | f(z)dz = Ўл) — F(x) ] = Flem) — F(x). 


(与 40 节 例 3 比较 . ) 这 就 证 明了 (i) 推 出 (ii)， А 


AT WEAR (ii) BE FE Н (ш) 9 我 们 令 之 1 和 Z2 表示 D 中 任意 闭 777 -~ 
曲线 上 两 点 ， 因 此 可 得 到 两 条 从 zi 到 z, 的 路 ， 使 得 С=С, 一 и р © а, 
C: (Œ 48). ! с 

BGR, WARE | a 

| fade = | f(z) dz, (2) Е 
С; С, 图 48 
或 
f Рс) + | f(z)dz = 0. (3) 
С; =C; 


Вр f(z) 沿 闭 围 道 C=C,—C, 的 值 均 为 零 . 

下 面 来 证 明 (iii) 蕴 含 人 我们 假设 (iii) 正确 ， 由 此 证 明 (iD 正确 ， 从 而 证 明 (i)， 为 了 证 明 
ОВЕН, ВЕС 和 Cs #KRDAMA2: 到 z 的 两 条 围 道 ， 则 由 (iii) 可 得 等 式 (3) 成 立 ， 
从 而 等 式 (2) 成 立 ， 所 以 积分 与 D 内 的 路 径 无 关 ， 我们 在 内 定义 函数 


F(z) = f f(s)ds. 


只 要 证 明 在 DASA Е’(=) = Гог, Е ВЕ. + z 十 Az RR ED 内 的 小 邻 
域 中 的 任意 不 同 于 z HA, BA l 


НА z z+Az 
F(z+ Az) — F(z) =| усё | fods = | fls)ds, 


其 中 从 < 到 z 十 Az 的 积分 路 径 为 一 条 线段 (图 49). 
由 于 ` 


ztAz 
| ds = Az 
(№, 40 节 练 习 5)， 所 以 
f(z) = “ера 
Az = И 


进而 有 


F(z+ Az) — F(z) 


= 工 f [Fo — /fold 
Az f(z) = 4f FCs f Cz) lds. 


但 f 在 点 z 连续 .于 是 对 任意 正 数 e， 存 在 一 个 正 数 $， 使 得 
当 |s 一 z | 二 6 时 ， | f(s) 一 f(z) |< е. 
于 是 如 果 z 十 Az 与 z 距离 足够 小 使 得 | Az | <3 时， 就 有 


F(z+ Az) — F(x) _ 1 _.. 
一 f(x) < Taz’ | 4! =; 
Вр 
lim F(z+ Az) — F(z) _ УС), 
Az—0 Az 


RM F(z) = f(z). 

43 ”举例 
下 面 的 例子 盖 明 了 42 节 中 的 定理 ， 特 别 是 那 一 节 中 基本 定理 的 扩展 形式 (1). 
例 1 连续 函数 /(z) 一 在 全 平面 上 有 原 函 数 F(z) 5. ТЕ 
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== 1 уЗ = 2 — r 
3 (1+) 3 (一 1 十 由 
对 任何 从 z=0 到 z= 二 1 十 i 的 围 道 都 成 立 . 


例 2 函数 f(x) 一 十 在 平面 上 除 原点 外 处 处 连续 ， 在 区 域 | z] >20 PAR PAR F(x) = 


—1/=. 因此 
dz _ ` 
ро 
其 中 C 为 以 原点 为 圆心 的 正 向 圆周 (图 50) 
z=2e® (~n [K0 т) (1) 


注意 函数 f(z) =1/z 沿 这 个 圆周 的 积分 不 能 这 样 计算 ， 因 为 虽然 logz 的 任意 分 支 F(z) 的 导数 
是 1/=(30 节 )， 但 F(x) 是 不 可 微 的 ， 或 说 是 沿 支 割 线 是 不 可 微 的 .特别 地 ， 如 果 从 原点 出 发 
的 射线 0=а ЕЖА, ЖА F(z) 在 射线 与 圆周 С 的 交点 处 不 存在 (图 50)， 因 此 不 存在 这 
样 的 区 域 使 得 C 在 其 中 且 处 处 有 F'(z) 二 1/z， 我 们 不 能 直接 利用 原 函 数 . 下 面 的 例 3 表明 怎 
样 用 两 个 不 同 的 原 函 数 的 组 合 来 计算 f(z) 二 1/z 沿 C ВИН. 


图 50 图 51 


例 3 SC, 表示 例 2 中 的 圆周 C 的 右 半 部 分 
х 一 2e” (3 <0<3) (2) 
在 计算 函数 1/z Йу С, (图 51) 的 积分 时 ， 对 数 函 数 的 主 值 支 
Loge = lnr 十 刘 (>0,—x<O<n) 
可 以 作为 1/z 的 原 函 数 : | 
| dz _ Г dz _ Logz |", = Log(2i) — Log(— 21) 
РА 


= (м2+:2)- (ina—i >) 


= ді. 


这 个 积分 在 40 PR 1 中 曾 用 另 一 种 方法 计算 过 ， 其 中 曾 用 到 了 半圆 周 的 表示 式 (2). 
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FRA С, 表示 同一 个 圆周 C 的 左 半 部 分 
| z= 2e” (F<0<¥), (3) 
考虑 对 数 函 数 的 解析 分 支 (图 52) 
loge = lnr 十 10 (r>0,0<.6< 2x). 
那么 就 有 


d —2i d 2: . . 
le =. F 至 =- logz| = log(— 2i) — log(2i) 


2: 


二 (In2 +: 5%) — (In2 二 i 至 )= xis 


所 以 1/2 RAB СС, + С, 的 积分 值 可 这 样 得 到 ， ae 
=| St) Sanit ni 2 
例 4 ALR BRR | | 
| edz, (4) 
其 中 被 积 函 数 是 平方 根 函 数 的 解析 分 支 | 
21 = (үе (r>0,0<d0< 2r), (5) 


C 是 任意 从 з= —3 到 z=3 的 除 端点 外 位 于 之 轴 上 方 的 围 道 (图 53). 


图 53 


虽然 被 积 函数 在 C 上 分 段 连续 ， 从 而 积分 存在 ， 但 过 的 分 支 (5) 在 9==0 上 无 意义 ， 特 别 地 ， [140 
在 x 王 3 处 无 意义 ， 但 另 一 分 支 : 
file) утен" (r>0,-F <0< д), 


ЖЕ С, 上 有 定义 且 处 处 连续 .在 C1 上 除 z=3 外 的 点 ，f1(z) 与 (5) 的 值 相同 ， 因 此 可 用 fi (=) 
代替 (5)， 因 为 户 (z) 的 原 函 数 是 函数 


Е, (=) = oa 一 ordre (r> 0,0 <0<*), 


所 以 
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|. zzdz = Гл (z)dz = Е, (2) 
(与 40 节 例 4 比较 )， | 
函数 (5) 沿 任意 连接 z= 一 3 到 х=3 且 位 于 实 轴 下 方 的 围 道 Cs 的 积分 
| 2? de | (6) 
可 以 用 类 似 的 方法 计算 出 来 . 在 这 种 情况 下 ， 我 们 可 以 用 


3 
p = 2V3 (e? — е"! ) = 2/3142). 


Р (=) = Vre”. (r > 0,5 <0 < 5), 


来 代替 被 积 函数 ， 因 为 户 (z) 的 值 与 被 积 函数 在 = 一 一 3 RC, 在 实 轴 下 方 的 点 处 的 值 相同 . 因 
此 我 们 可 以 用 fi 的 原 函 数 来 计算 积分 (6)， 细 节 留 作 练习 . 


练习 
1. 利用 原 函 数 来 证 明 对 任何 从 点 zi 到 点 zz 的 围 道 C， 


[оета = ТОР 1— 2711) (n= 0,1,2,°"), 


2. 通过 原 函 数 来 计算 下 面积 分 的 值 ， 其 中 积分 路 径 是 任意 连接 所 给 积分 端点 的 围 道 : 
wf edz ; ы сз (= Jde s (© [eB dz. 


SB. (al)(1 十 /rs bet (1/е); (00. 
3. 用 42 节 中 的 定理 来 证 明 


| (а xm) dz =0(n =+ 1, £2") 
其 中 С, 为 任意 不 过 点 co MUA BML. [比较 40 节 练习 10b). ] 
4. 求 出 43 节 例 4 中 xz' 的 解析 分 支 Ро Са ВОЈ РАЖ Р. (х), 以 此 证 明 积 分 (6) 的 值 为 2V3 
(一 1 十 放 ， 于 是 在 那个 例子 中 函数 (5) 沿 闭 围 道 C—C 的 积分 值 为 一 4V3. 
5. 证 明 
Е [eae = 15-0, 


其 中 = 表示 主 值 支 
zi = exp(iLogz) (| z|>0,—x< Argz < r), 
积分 路 径 是 任意 从 : :一 一 1 到 z=1 且 除 端 点 外 都 位 于 实 轴 下 方 的 力道 
提示 : 利用 同一 徊 级 数 的 解析 分 支 


Зх\. 
х = exp(ilogz) (| 之 | 之 0,-% < агаг < Ж) 


的 原 函 数 . 
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44 ШИРЕ 


在 42 节 中 ， 我 们 知道 了 如 果 一 个 连续 函数 f 在 区 域 D 上 存在 原 函 数 ， 那 么 f(z) 沿 任何 完 
全 在 D 内 的 闭 围 道 的 积分 值 都 为 零 ， 在 本 节 中 ， 我 们 给 出 了 一 个 定理 ， 在 对 f 附加 别 的 条 件 
的 情况 下 使 得 Г 沿 简单 闭 围 道 (38 节 ) 的 值 为 零 ， 这 个 定理 在 单 复 变 函 数论 中 有 着 非常 重要 的 
地 位 ; 它 在 一 些 特殊 区 域 上 的 扩展 形式 将 在 46 节 中 给 出 . 

我 们 令 С 表示 一 条 沿 正方 向 ( 逆 时 针 ) 的 简单 闭 围 道 = =) (аа), HE ГЕС ЕЖ 
在 被 C 包围 的 内 部 处 处 解析 ， 根 据 39 节 ， . | 


b у ` 
\ | f(z) dz = | УСС] (ede; da 
С а 


且 如 果 
f(z) 一 xzy) 十 记 (zy) В eH = z(t) tiy®, 
式 (1) 中 的 被 积 函 数 [e0] (7) 就 是 实 变量 t 的 函数 | 
[200 y] + хр, О] 和 х (0) +iy’®D 


的 乘积 . 因此 有 . 
| fede = [Гаа — wy" dae + Cr’ + uy" De, (2) 

将 上 式 表示 为 两 个 变量 的 实 函数 的 围 道 积分 的 形式 ， 就 得 到 
| еда = [ude — vdy + if vdz + иду. (3) 


注意 (3) 可 由 左边 f(z) 和 dz 用 xx 十 各 和 dz 十 idy 代替 后 展开 乘积 得 到 .表达 式 (3) 在 C 是 任意 
曲线 时 及 f[zCt)] 在 其 上 分 段 连续 时 仍 成 立 . 

下 面 我 们 回忆 在 微 积分 中 的 结果 ， 它 能 使 我 们 将 (3) 中 的 右边 的 围 道 积分 表达 为 二 重 积分 ， 
假定 实 值 函数 P(x，y) 和 Q(z，y) 连 同 它们 的 一 阶 偏 微分 在 由 简单 闭 国 道 C 和 它 所 包围 的 点 
ARMA KRR 内 连续 .根据 格林 定理 ， | 


| Pdz +Qay = || (Q. — P,»aA. 


现在 f 在 R 上 解析 从 而 连续 .于 是 函数 w То 也 在 R 上 连续 ， 同 样 若 OPM ERLER, 
那么 zx 和 的 一 阶 偏 导 也 在 其 上 连续 ， 由 格林 定理 我 们 可 将 (3) 写 成 


| pode = (| о, и А+ {| Cus — 2,944, (4) 
但 观察 到 柯 西 - 黎 曼 方程 


Ur 一 UysUy = Ure 
二 重 积分 的 被 积 函数 在 В 上 为 零 . 所 以 当 了 在 R 上 解析 及 f 连续 时 ， 
| Урда == 0. (5) 


这 个 结果 是 柯 西 在 19 世纪 早期 得 到 的 . 
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注意 到 证 明了 这 个 积分 的 值 是 零 后 ，C 的 方向 就 无 关 紧 要 了 .所 以 若 C 的 方向 取 作 正方 向 
的 话 ， 那 么 (5) 仍 是 对 的 ， 因 为 


| Forde =- | Sæde = 0, 
A 如 果 C 是 任意 简单 闭 围 道 ， 那 么 不 管 方向 如 何 ， 都 有 
| expce?dz = 0. 


因为 函数 f(z) = 二 exp(z’) 处 处 解析 且 它 的 导数 7 (=) = 32’ expl ) Mb wh E Be. 
” ”上古 萨 9 第 一 个 证 明了 /连续 这 个 条 件 可 以 省 格 . 这 个 条 件 的 省 略 是 非常 重要 的 ， 例 如 我 们 
可 以 在 无 需 假定 六 连续 的 情况 下 得 到 解析 函数 f 的 导数 f 仍 是 解析 的 .我 们 现在 给 出 柯 西 的 
结果 的 修正 形式 即 柯 西 - 古 萨 定理 . 

定理 ”如 果 函 数 了 在 简单 闭 国道 C 的 内 部 和 上 面 的 点 解析 ， 那 么 


| f(z)dz = 0. 
с 


证 明 在 下 节 给 出 ， 那 里 特别 地 将 假设 С 是 正 向 生成 的 ， 只 希望 了 解 这 个 定理 而 不 想 掌握 其 
证 明 的 读者 可 直接 跳 至 46 节 . 


45 ” 柯 西 - 古 萨 定理 的 证 明 


在 证 明 柯 西 - 古 萨 定理 之 前 我 们 先 证 明 一 个 引 理 ， 设 R 是 由 正 向 生成 的 简单 闲 围 道 C ЖЕ 
所 包围 的 点 组 成 的 闭 区 域 ， 我 们 先 将 RR 分 割 成 一 些 构成 子 集 ， 为 做 到 这 一 点 ， 我 们 取 平 行 于 
实 轴 和 虚 轴 的 直线 使 得 相 邻 的 水 平 线 和 相 邻 的 竖 直 线 之 间 的 距离 相等 ， 这 样 就 得 到 了 有 限 个 闭 
正方 形 子 区 域 ，R 中 的 点 必 位 于 其 中 至 少 一 个 子 域 中 且 每 个 子 域 都 包含 R 中 的 点 ， 我 们 简称 这 
些 正方 形 子 区 域 为 正方 形 ， 它 们 包含 边界 及 其 内 点 ， 特 别 地 ， 如 果 正 方形 包含 了 不 属于 RR 的 
点 ,我 们 就 将 这 些 不 属于 RR 的 点 去 掉 ， 将 剩 下 的 部 分 叫做 残缺 正方 形 ， 这 样 我 们 用 有 限 个 正 
方形 和 残缺 正方 形 就 将 尺 覆 盖 了 (图 54)， 下 面 的 引 理 的 证 明 从 这 种 覆盖 开始 . 


© 正 _Goursat(1858 一 1936) ， 发 音 为 “ 古 萨 ”. 
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引 理 设 了 在 由 正 向 生成 的 简单 半 围 道 C 和 它 所 包围 的 点 组 成 的 闭 区 域 尺 中 解析 ， 对 任 


ЖЕЖ е, ж R 可 以 被 有 限 多 个 正方 形 和 残缺 正方 形 改 盖 ， 标记 为 j=l, 2, ..., л, 且 使 得 每 
个 正方 形 或 残缺 正方 形 中 存在 一 点 BR | 
IRSE pfs) <е ажа) a) 


其 中 = 与 zj 在 同一 正方 形 或 残缺 正方 形 内 . | 

我 们 假设 引 理 的 结论 还 未 满足 ， 那 么 就 存在 某 一 个 正方 形 或 残缺 正方 形 ， 在 那里 不 存在 z; 
使 得 式 (1) 对 它 中 的 其 他 z 点 都 成 立 ， 如 果 这 个 子 域 是 个 正方 形 ， 那么 连接 它 的 对 边 中 点 就 得 
到 四 个 小 的 正方 形 . 若 这 个 子 域 是 个 残缺 正方 形 ， 那 么 对 它 所 在 的 正方 形 同 样 可 以 分 割 ， 然 后 
将 不 属于 R 的 点 去 掉 . 若 在 这 小 的 子 域 中 ， 不 存在 = 使 得 不 等 式 (1) 成 立 ， 我们 用 同样 的 方法 
得 到 更 小 的 子 域 ， 当 对 每 个 子 域 按 这 个 过 程 操作 之 后 ， 就 会 发 现 ， 经 过 有 限 步 ，R 就 可 以 被 有 
限 多 个 使 (1) 成 立 的 正方 形 和 残缺 正方 形 履 盖 ， 引 理 得 证 . 

为 了 验证 这 一 点 ,假设 在 对 原始 的 子 域 进行 上 面 的 有 限 次 分 割 后 仍 有 小 子 域 ， 其 中 不 存在 所 
需 的 z;， 我 们 来 导出 矛盾 . 如果 这 个 原始 的 子 域 是 个 正方 形 ， 用 o。 表示 ; 如 果 它 是 个 残缺 正方 
Е, Но 表示 它 所 在 的 正方 形 ， 在 将 m 分 割 后 ， 其 中 必 有 某 个 小 正方 形 包含 RPA, 但 不 存 
在 合适 的 点 = ， 记 之 为 m， 接 着 我 们 再 分 割 mn ， 按 同样 的 方式 继续 下 去 Ш ou- (4 一 1，2，…) 被 分 
割 语 ， 可 能 有 多 个 小 正方 形 可 被 选 来 继续 构造 ， 为 贡 一 种 特殊 选择 ， 我 们 总 是 选择 最 下 最 右 的 那个 . 

用 这 种 方法 构造 下 去 ， 我 们 就 得 到 无 穷 嵌 套 序列 

Со 901 902 9 *"° 0—1 9K 9°" (2) 
易 见 (46 节 练 习 9) 存 在 om 的 公共 点 z。; 而且 每 个 正方 形 都 包含 不 同 于 > АТКА. ER 
套 序列 中 正方 形 的 大 小 是 在 递减 的 ， 且 对 任意 $， 邻 域 | xz 一 z | <8 包含 了 那些 对 角 线 长 度 小 
于 6 的 正方 形 ， 对 所 有 5， 邻 域 | = 一 z | < 中 都 包含 R 中 的 点 ， 所 以 zo。 КАЖА. НТ 
R 是 个 闭 集 ， 所 以 z ER PRAA 10 №). 

SER 中 解析 ， 特 别 地 ，f FE хо 解析， 从 而 Г (zo) 存在. 根据 导数 的 定义 (18 节 )， 对 任 
He>0, HES, HB | z 一 z。| <8, z#x 时 ， 

fz) — f(zo) 


之 一 之 0 


— f (x) < є. 


但 邻 域 | z 一 z。| <8 包含 一 个 ck， 其 中 开 足够 大 使 得 正方 形 的 对 角 线 长 小 于 8( 图 55)， 那 么 
在 ox 包含 的 子 域 中 ，z 使 得 式 (1) 成 立 ， 这 就 与 序列 (2) 的 构造 过 程 相 违背 ， 因 此 得 到 一 个 巴 
盾 ， 引 理 得 证 . 

继续 假设 f 在 由 正 向 生成 的 简单 闭 围 道 C 和 它 所 包围 的 点 组 成 的 闭 区 域 R 中 解析 ， 我 们 
来 证 明 柯 西 - 古 萨 定理 即 


| f(z)dz = 0. (3) 
Cc 


全 定 任意 正 数 。， 我 们 考虑 如 引 理 所 述 的 ROMA. RIER | 个 正方 形 或 残缺 正方 形 上 定义 
下 面 的 函数 ， 
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22 (4) 
0,2 = =; 


р pen, | 
6; (х) -| Phare Az 


其 中 z; 是 子 域 中 使 得 式 (1) 成 立 的 点 . 由 不 等 式 (1)， 
| 2; (2) |<e (5) 
在 定义 6,(z) 的 子 域 上 成 立 ， 且 6,(z) 在 相应 子 域 上 连续 因为 f(z) 在 其 上 连续 且 
limð; (2) = f(z)— f(z) = 0. 


ESAC,G=1, 2, ~, 由 表示 上 面 所 提 到 的 覆盖 TE BORE HE FOA- 由 
定义 (4)，f 在 某 一 C; 上 的 点 z 处 的 值 

Рб) = fle) — af Ca) +f Cadet (== z)0;(z); 
这 就 是 说 

[лса = [Хер — zf If dz+ f’ | zdz 

+. (æ — z;)ð; (вая. (6) 
但 函数 1 和 = 在 平面 上 处 处 存在 原 函 数 ， 故 
| | az=o。 且 f .zaz=。 


所 以 由 等 式 (6) 可 导出 
| Лера» = |, (z—z)0 (2dz G = 1,2,0). | (7) 
由 于 沿 任 意 两 个 相 邻 子 域 的 共同 边界 上 ， 分 的 值 相互 抵消 (图 56)， 只 有 沿 着 C 的 部 分 
积分 得 以 保留 ， 所 以 式 (7) 左 边 的 各 分 之 和 可 以 写成 | 
X [лера = | ера 
那么 由 等 式 (7)， 和 


n 


| free = I. (z— 2,8; (2) des 
с 


gale 


从 而 


= 2) 1. Cz — z;)ð; (а) ах |. 


| f(z) dz 


下 面 我 们 应 用 41 节 性 质 (1) 来 找到 上 面 的 不 等 式 (8) 右边 每 一 个 绝对 值 的 上 界 . 为 此 ， 首 
先 注意 到 С, 总 与 一 个 正方 形 的 边界 部 分 或 完全 重合 ， 令 % 表示 方形 一 边 的 长 ， 由 于 在 第 7 个 
积分 中 变量 ЖИ =, 都 在 那个 正方 形 中 ， 故 


| z— ғ; ESAR 
由 不 等 式 (5) 知 ， 不 等 式 (8) 右 边 的 每 个 被 积 函 数 都 满足 
М | (== 220,00). 1< 25е. | (9) 
如 果 С, 是 正方 形 的 边界 ， 那 么 它 的 长 度 是 45， 这 时 用 A, 表示 正方 形 的 面积 就 得 到 本 


1А (2 — 2,)0; (=) а= < V2sieds; = = 4 АЕ. : Д 5010) 


如 果 С, 是 残缺 正方 形 的 边界 ， 它 的 长 度 不 超过 45, НГ, Г, 是 C 在 C， 上 的 那 部 分 的 长 
№. SA, 表示 整个 正方 形 的 面积 ; 我 们 得 到 | 


< Vse (45, +L) Ая NISL | ар 


其 中 S 为 整个 包含 了 C 的 正方 形 的 一 条 边 的 长 (图 56)、 注 意 所 有 A 之 和 不 超过 5°. 
ШЕНІ 表示 C 长 度 ， 用 不 等 式 (8)、(10) 和 (11) 得 到 


lf. ода |< AVES? 十 VESLJe 


由 于 e 为 任意 正 数 ， 上 面 不 等 式 右边 可 以 任意 小 ， 而 左边 与 无 关 ， 所 以 左边 值 为 零 所 以 
(3) 成 立 ， 这 就 完成 了 柯 西 - 古 萨 定理 的 证 明 . 


46 单 连通 区 域 和 多 连通 区 域 = 
单 连 通 区 域 是 指 在 其 中 的 任意 简单 闭 围 道 都 只 1 包含 该 该 区 域 的 点 的 那 种 区 域 一 条 简单 闭 围 


(8) 


|. (z= - 2,76, (=) dz 
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道 包含 的 点 组 成 的 集合 就 是 一 个 单 连通 区 域 ， 但 在 两 个 同心 圆周 之 间 的 环形 区 域 不 是 单 连 通 
的 ， 不 是 单 连 通 的 区 域 叫 做 多 连通 区 域 . ` 
柯 西 - 古 萨 定理 可 以 用 下 面 的 方式 从 单 连通 区 域 推广 到 多 连通 区 域 . 
定理 1 PRR 了 在 单 连通 区 域 D 中 解析 ， 那 么 对 DD 中 的 每 条 闭 围 道 C 都 有 


[гоа = 0. a) 


WE C 是 简单 闭 围 道 或 自 相 交 有 限 多 次 的 闭 围 道 ， 那 么 证 明 很 容易 . 因为 如 果 C 是 简单 
HHEDA, BASECAAC 上 的 每 点 都 解析 ; .由 柯 西 - 古 萨 定理 式 (1) 成 立 ， 进 而 如 果 С 
是 阅 的 但 自 相 交 有 限 多 次 ， 那 么 它 可 以 分 成 有 限 多 条 简单 闭 转 道 . 例如 图 57 中 ，CeCR 一 1，2， 
3, DART OC. 由 柯 西 - 古 萨 定理 沿 每 个 C 积分 值 都 为 零 ， 所 以 就 得 到 


， | 
[саа = D| fou = 0. 


图 57 


若 闭 围 道 自 相 交 无 穷 多 次 时 ， 那 么 证 明 就 更 加 精细 89. 有 时 ， 在 某 些 特殊 情况 下 ， 例 如 在 
后 面 的 练习 5 中 ， 给 出 了 定理 仍然 可 以 应 用 的 一 种 方法 . 

推论 1 在 一 个 单 连通 区 域 D LMM BH ГЕО 中 处 处 都 有 原 函 教 ， 

推论 直接 可 由 定理 1 得 到 ， 因 为 在 42 节 中 我 们 知道 在 给 定 区 域 中 如 果 连 续 函 数 了 沿 每 条 
区 域内 的 闭 围 道 C 都 有 式 (1) 成 立 ， 那 么 了 在 此 区 域 中 存在 原 函 数 ， 注 意 由 于 平面 是 单 连通 
的 ， 所 以 整 函 教 总 是 存在 原 函 数 的 ，. 

柯 西 - 古 萨 定 理 可 以 推广 到 沿 多 连通 区 域 积 分 的 情形 .下 面 的 定理 就 是 这 种 推广 . 

定理 2 设 . 

(DC 是 一 条 沿 送 时 针 方 向 的 简单 六 力道 ， 

СОС, (6=1, 2, =, DAOSEC 内 部 活 顺 时 针 方 向 的 简单 闭 围 道 ， 它 们 互 不 相交 且 没 
有 公共 内 点 (图 58). 

如 果 函 教 了 在 这 些 围 道上 并 且 在 那些 由 位 于 C 以 内 、C 以 外 的 点 组 成 的 多 连通 区 域 上 解 
ж. ЖА 


日” 对 于 一 般 可 求 长 围 道 定理 的 证 明 ， 例 如 ， 可 参看 Markushevich 的 著作 的 第 一 卷 的 63 一 65 页 ， 书 名 已 在 附录 AF 
列 出 ， 


ИЕ Sf f(z)dz = 0. (2) 
注意 到 在 式 (2) 中 ， 每 条 积分 路 径 的 方向 都 是 使 得 多 连通 区 域 的 点 在 这 条 路 径 的 左边 . 


图 58 


为 证 明 这 个 定理 ， 我 们 引入 折线 L1， 它 由 有 限 条 线 眉 相连 而 成 并 连接 了 COMC AER 


、 们 引入 连接 С MC, 的 折线 Lis 这 样 继续 下 去 ， 最 后 用 工 .+ 连接 С, AC. 如 图 58 中 箭头 所 


示 ， 就 得 到 了 两 条 简单 闭 围 道 和 IT， 它们 都 是 由 折线 L Г КСС, 的 部 分 组 成 ， 方 
向 总 是 使 得 它们 包含 的 点 在 它们 的 左 侧 ， 对 f 在 TT AMM 上 ， 就 可 以 用 柯 西 -证 萨 定理 ， 从 而 
在 这 些 围 道上 的 积分 之 和 为 零 ， 由 于 在 L 上 沿 相反 方向 的 积分 抵消 ， 所 以 只 有 沿 CAC HA 
分 保留 下 来 ， 我 们 就 得 到 了 (2). 

下 面 的 结果 是 定理 2 的 一 个 很 重要 的 结果 . 

推论 2 Св С 是 活 北 时 针 方 向 的 简单 闭 围 道 ， 其 中 Cz AC, 内 部 (图 59)， 如 果 了 在 
由 这 些 国道 围 成 的 闭 区 域 上 解析 ， 那 么 


f. f(z)dz = ІА f(z)dz. | (3) 


为 证 明 这 一 结论 ， 我 们 由 定理 2 得 
| Реда + | flz)dz = 0; 


我 们 看 到 这 只 不 过 是 式 (3) 的 变形 而 已 . 
推论 2 就 是 著名 的 道路 变形 原理 ， 由 此 可 知 如 果 Ci 在 f 的 解析 点 连续 形变 得 到 C:， 那 么 
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SEC, 上 的 积分 值 不 会 改变 . 
Я 当 C 是 任意 围绕 原点 沿 逆 时 针 方向 的 简单 闭 围 道 时 ， 由 推论 2 可 得 到 


— = 2xi. 
ся 


为 得 到 此 结果 ， 我 们 只 需 构 造 一 个 以 原点 为 圆心 、 沿 正方 向 且 半 径 足 够 小 、 整 个 在 СИНАИ 
Со (A 60). 由 40 节 练 习 10(a)， 


图 60 


又 因为 1/z ER ==0 外 处 处 解析 ， 就 得 到 所 需 结论 . 
注意 С, 也 可 选择 那 种 半径 足够 大 使 得 C 完全 在 它 之 内 的 圆 . 


练习 
1、 应 用 柯 西 - 古 萨 定理 来 说 明 
| fdz = 05. 
其 中 C 是 方向 任意 的 贺 周 1 = | 一 1 及 
(a) f(z)= - 


2-3’ geet?’ 

(Ф) f(z)=sechz; (е) О) = баһар (f(z) = Loge +2). 

2 С 表示 正方 向 的 圆周 | z | =4, С, RRM х= 1, у= БІС 61) 的 正方 形 的 正 
向 边界 . 

利用 46 节 的 推论 2 说 明 为 什么 


|. f(z) dz = ІА fade, 


(b) f(z) = ze *; (с) = 


其 中 
_ 1 —_ z+2 , = 
- (а) f(z) =3241' СЬ) f(z) — вс} Се) f(z) 


z 
1-е 
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图 61 


3. &C 表示 正 向 圆周 | x 一 zo | =R, BAH 40 PAY 10 可 知 

0,24 n =Ł1, £2,- 时 

2xi, 当 n= 二 0 时 

用 这 个 结果 和 46 节 推 论 2 ЖЕН С 是 矩形 0 委 z 委 3，0 委 > 委 2 的 沿 正 向 的 边界 ， 那 么 
On =+1, +2, 


2ri ,7 一 0 


| (z — zo) dz = 


Co 


[е-2-07а= | 
4， 用 下 面 的 方法 来 推导 出 积分 公式 | 
pe cos2bz dz = Ye (b> 0). 
(a) 证 明 exp( 一 z?) 沿 图 62 中 矩形 道路 的 上 下 两 条 水 平 边 的 积分 之 和 可 写成 
2f е dx — 2e” Ге cos2bz dx 
而 沿 左右 两 条 坚 边 的 积分 之 和 可 写 为 
е | чоду ie [еее ау, 
因而 由 柯 西 - 古 萨 定 理 得 


|у e* cos2pzdz = е“ | et dz + еа sinZaydy. 
0 о 0 


Cb) 利用 


及 注意 到 

| f'e sinzaydy | < | fe” dy, 
在 (a) 中 最 后 得 到 的 等 式 两 边 令 a 趋 于 无 穷 好 可 得 到 所 需 等 式 . 

5. #38 节 练 习 6 沿 函 数 
з. 工 
yx) 二 sin( Z), 4 0<r< 1ft, 
0,34 х= 06 

的 图 像 从 原点 到 z= 二 1 的 道路 C 是 一 条 光滑 弧 且 与 实 轴 相交 无 限 多 次 . 令 Cs 表示 从 点 z 一 1 到 


原点 的 道路 ， 令 С, 表示 从 原点 到 z=1 的 不 自 相 交 的 且 与 CAC, 只 有 公共 端点 的 任意 光滑 弧 
(图 63). 


图 63 


用 柯 西 - 古 萨 定理 证 明 如 果 函 数 f 是 整 函数 ， 那 么 
[пове = | fod в |. Fdz =—| Леда». 
由 此 知 即 合 闭 转 道 CC 二， 自 相交 无 数 多 次 ， 仍 有 | 
| [оа = 0. 


6. СЖ 0<5<1, 00r 的 正 向 边界 ，jF(z) 为 定义 在 半圆 盘 上 的 连续 函数 满 
是 f(0)= 二 0 及 


fla) =r (r>0,- 3 <0< F). 


О 通常 计算 这 个 积分 的 方法 是 将 其 平方 写成 


Г ee 9" г dy = [ее azas, 
БАЗЕ. И А. Е. Taylor апі W. К. Mann, Advanced Calculus, 3d ed. , рр. 
680-681, 1983. 
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通过 分 别 计算 f(z) 在 组 成 C 的 半圆 周 及 两 条 半径 上 的 积分 来 证 明 
| еда =0. 


为 什么 在 这 里 不 能 用 柯 西 - 古 萨 定理 ? 
7. 证 明 如 果 С 是 一 条 正 向 的 简单 闭 围 道 ， 那 么 由 C 包围 区 域 的 面积 可 写成 


2. хаг, 

提示 : BR f(z) 二 z 不 解析 ，44 节 中 的 表达 式 (4) 可 在 这 里 使 用 ( 见 22 节 练习 1(a)). 

8. 区 间 套 原理 一 个 无 穷 闭 区 间 序 列 a, Scb, 按 下 面 的 方式 来 得 到 Ki a<r<b, 是 
ах 的 左 一 半 或 右 一 半 ， 区 间 а «аЬ, Ж а <а<ь WAPE, ИЖ. ТЕН 
在 点 zo 属于 所 有 的 闭 区 间 a, Srb. 

提示 : 注意 到 左 端点 a, 可 以 表示 成 一 个 有 界 不 减 数 列 ， 因 为 ао «а, San <; MU n 
趋 于 无 穷 时 ， 它 们 有 极限 A， 右 端点 в, 组 成 的 序列 也 有 极限 В. 证 明 A=B, М о =A=B. 

9， 闭 正方 形 套 原理 正方 形 mw : ao 委 z 委 2 ，c 委 y 委 do 可 以 被 平行 于 坐标 轴 的 直线 分 成 四 
个 相等 的 正方 形 ， 按 某 种 原则 选择 其 中 的 一 个 小 正方 形 作为 o газов, а<у<а,. 同样 
步骤 将 o 四 等 分 ， 取 其 中 之 一 做 为 ce ， 依 次 进行 下 去 ( 见 45 №). HARE АҢ (хо, wo) ВР 
有 的 闭 正方 形 ce бл» в, ，…. 

提示 : 对 闭 区 间 列 а, «аЬ, 和 с, <у<а, 应 用 练习 8 PHAR. 


47 柯 西 积 分 公式 


下 面 给 出 一 个 非常 基本 的 结果 . 
定理 设 了 在 一 条 活 正 向 的 简单 闭 围 道上 及 其 内 部 处 处 解析 ， 如 果 zo 是 C 内 的 任意 一 点 ， 
那么 


f(z0) = HI. L(x) de a) 


2ntJc = — % 


公式 (1) 叫 做 柯 西 积分 公式 .这 个 定理 说 明 如 果 一 个 函数 f 在 一 条 简单 闭 转 道 上 及 其 内 部 
解析 ， 那么 了 在 C 内 部 的 值 完 全 由 了 在 C 上 的 值 决定 ， 将 柯 西 积分 公式 写成 


[ ERE = аус), (2) 
就 可 用 它 来 计算 一 些 沿 简单 闭 转 道 的 积分 . 
Я 设 C 表示 正 向 生成 圆周 z | =2. 由 于 函数 F(z) 一 这 二 在 C 上 及 内 解析 ， 点 z 一 一 ; 
在 C 内 ， 由 公式 (2) 知 
[оро PSR > (Fe) = F 


开始 证 明 时 先 设 С, 为 正 向 生成 圆周 | z— | 一 o， 其 中 p 足够 小 使 得 C, 完全 在 С 内 部 
( 见 图 64). - Е 
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图 64 


由 于 函数 f(z)/(z 一 zo) 在 围 道 C 和 C, 上 及 包含 在 它们 之 间 的 区 域 上 解析 ， 根 据 道路 变形 
原理 (46 节 推 论 2) 得 


Le- f(z) dz 


z — Zo с, Z— 20 у 
所 以 
flz)dz _ _ ЕС) — fo) 
с 之 一 Yo fe aL. z— zo — с 之 一 Zo dz. (3) 
但 [ 见 40 节 练 习 10Ca)] 
| dz = 2x1; 
с, 2 № 
所 以 等 式 (3) 变 为 
| fdz _ 5, if (zo) = | LO) а, (4) 
сх Zo с, 之 一 Zo 


由 于 f(z) 在 =, 解析 从 而 连续 ， 所 以 对 任意 正 数 。， 存 在 正 数 6 使 得 

当 |z 一 zo | 过 6 时 ,有 | fz) 一 f(z0) |<. | (5) 
RAA C, 的 半径 p 小 于 上 述 $， 那 么 = 在 圆周 C, 上 时 就 使 得 (5) 式 成 立 ， 再 由 41 节 不 等 式 
(1) 知 


| f - f, 
с 


之 一 之 0 


z! < E 2x = 2ne. 
Р 0 ЕС 


HAC), A 


| ERE — orif (|< 2ке, 


之 一 之 


由于 不 等 式 的 左边 非 负 小 于 任意 给 定 正 数 ， MUE. TEDE, ЕЕ. 


48 解析 函数 的 导数 


由 柯 西 积分 公式 (47 节 ) 可 以 推出 如 果 函 数 f 在 一 点 解析 ， 那 么 它 在 这 点 的 各 阶 导数 都 存 
在 且 导 函数 在 这 点 都 解析 ， 为 了 证 明 这 个 结论 ， 我 们 先 来 证 明 一 一 个 引 理 ， 此 引 理 将 柯 西 积分 公 
式 推广 到 函数 的 一 阶 和 二 阶 导 数 的 情形 . 

引 理 设 了 在 一 AMAR REC 上 及 其 内 部 处 处 解析 ， .其中 C 取 正定 向 Ж: АСИ 


积 分 


的 任意 一 点 ， 那么 


f(z) = Lf f(s) ds ‘в f(z) = 1f fGsdds 


.2nilo (s— z) кс (s — z)?’ 
不 严格 地 说 ， 表 达 式 (1) 可 以 通过 在 柯 西 积分 公式 


_ 1f f(s)ds 
f(z) = al. 5—3 


中 形式 地 在 积分 号 下 对 z 求 导 而 得 到 . 


HEDA, RIA d 表示 从 z BIC 上 点 的 最 小 距离 。 利 用 公式 (2)， 当 0 过 | Az | <a 


图 65) 时 ， 有 
Ле де) — Г 1 d 1 1 а, 
Az 2ni s—z> Az 5—2] Az 
fls)ds 
= zile (s—z—Az)(s—2z)’ 
那么 明显 地 ， 
flz+Az)— f(z)_ 1 | fls)ds _ | Azf (s)ds 
Az Qnilce(s—z)? 2mrijc (s—z—Az)(s— z)” 


接着 ， 设 M 为 f(s) | EC EMR KIA, HF | s 一 xz | 之 4 及 | Az | <a, 


| е Де |=| (Gs—z)—Az|> Ils—z 1—1 Az | >d—| Az i> 0. 
因此 , 
| Azf (s) ds < | Az | M 
с (5—2 — 42) (5 — ж)? | © (d—| Az pat 


其 中 工 为 C 的 长 度 ， 令 .| Az | 趋 于 零 ， 我 们 从 这 个 不 等 式 得 (3) 的 右边 也 趋 于 零 . 结果 
Гб + Az) — f) -去 | fds _ 0; 


lim св 


Ar+0 Arz 2ni 


那么 所 希望 的 У Сх) ВОЈА AB HE. 


FURR MDE ESSE о) ЗАК. EAI 中 列 出 了 纲要 ， 细 节 留 给 读者 . 
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定理 1 如 果 函 数 在 一 点 解析 ， 那 么 它 在 这 点 的 所 有 阶 导 数 都 存在 ， 并 且 这 些 导 函数 也 在 
这 点 解析 

为 了 证 明 这 个 重要 的 定理 ,我 们 假设 f 在 一 点 zo 解析 .那么 存在 zo 的 邻 域 | z 一 zo。 | <e 
使 得 f 在 其 中 解析 ( 见 23 节 )， 所 以 存在 圆心 在 z。、 半 径 为 e/2 的 正 向 圆周 C。，f EC AR 
内 部 解析 (图 66). 


根据 上 面 引 理 


у) — 二 | (Cs)ds 


кс, (s— z)* 
EC 内 任意 点 zo 都 成 立 ， 这 就 意味 着 EA zo 解析 .对 解析 函数 S ARE аг Г, 
解析 ， 如 此 进行 下 去 ， 定 理 1 得 证 . | 
由 此 定理 可 以 得 到 当 函 数 
fz) = и(х,у) + ivlz,y) 
E— х= (х, у) ТЕ, f TERET ГЕ ИЕ. ЯАР 
РС) = и, tiv, = оу — ішу, 
我 们 得 w 和 w 的 一 阶 偏 导 在 那 点 连续 .进而 对 二 阶 导数 ， 可 根据 了 在 z 解析 连续 且 
| f (2) = us Hide = Vy Шу. 
如 此 下 去 我 们 就 得 到 如 25 节 所 期 望 的 一 条 推论 ， 
Hi wREK f(D=ulz, УР, у) Ж == (=, y) 有 定义 县 解析 ， 那 么 & fev 


在 这 点 就 存在 各 阶 连续 偏 导数 . 
利用 数学 归纳 法 可 将 公式 (1) 推 广 为 
force) = BL A (в 1,2,6), (4) 


验证 的 过 程 比 x 二 1 和 п 2 稍微 麻烦 些 ， 有 兴趣 的 读者 可 查阅 其 他 材料 ”. 
注意 我 们 假定 . 
f (2) = f(z) Hol=1, 


о ми, TSR Markushevich 的 著作 的 第 一 卷 ， 书 名 已 在 附录 A PAM. 
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这 时 表达 式 (4) 当 п=0 时 仍 成 立 ， 即 柯 西 积 分 公式 (2). 
将 (4) 写 成 


09 = FE Ge) (n = 0,1,2, --.), (5) 


那么 在 计算 一 些 积分 时 非常 有 用 .， 4 ”= 一 0 时 在 47 节 中 已 经 说 明 过 了 . 
例 1 如 果 C 是 正 向 单位 圆周 |z| =1 及 
f(z) = exp(2z), 


那么 
exp(2z)dz _ f (zddz = 经 _ Szi 
| = с (z— 0) = 37700 = у 
H2 ike 是 正 向 简单 闭 围 道 C 内 任意 一 点 . 当 jz) 王 1 时 ， 表 达 式 (5) 表 明 
| dz 2ni 
cz — Zo 
及 


] сн = 0 (п = 1,2, •.•). 


с (2 — Zo 
(比较 40 节 练 习 10). 
我 们 用 莫 勒 拉 的 一 个 定理 结束 这 节 . 这 上 儿 的 证 明 依 赖 于 定理 1 所 述 的 事实 即 解析 函数 的 导 
函数 仍 解析 . 
定理 2 设 f 在 区 域 D 上 连续 .如 果 对 万 内 的 每 条 闭 围 道 C 都 有 


[fe =0, 


4 ГЕО 内 解析 . 

特别 地 ， 当 DD 为 单 连通 时 ， 我 们 就 得 到 46 节 定理 й. 

为 证 明 此 定理 ， 我 们 注意 到 前 提成 立时 ，42 节 的 定理 保证 了 SED 存在 原 函 数 ， 即 存在 
解析 函数 下 使 得 F'(z) = f(z) 在 D 内 的 任意 点 都 成 立 ， 由 于 f 是 下 的 导 函 数 ， 那 么 从 定理 1 
即 可 得 JED 内 解析 . 


练习 
. 设 C 表示 这 在 z= 十? 及 y 二 土 X 上 的 正方 形 的 正 向 边界 .计算 下 列 积分 


cosz zdz coshz . 
COsz de, 20, wf а 
of Sp съ | de wf, 2z+1 Ф ye E 


wf дап 27 аа 2 < <2). 


(之 一 工 . 
BR: (а)2л; Cb) 2/4; (с) —п1/2; (d)0; (е)ілѕес? (х0/2). 
2. 求 下 面 g(z) 沿 正 向 圆周 | xz 一 i | =2 的 积分 的 值 
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i 


1 . 
2-4’ 
答案 : (а)к/2; Cb) к/16. 

3. 令 C 是 正 向 圆周 | zx | =3. 证 明 如 果 


(а) (2) = 


=! _ 
(b) g(x) са: 


2 — 
g(w) = | 22224, (| w {52 3), 


那么 602) =8лі. М | w| >3 it, gw fine? 
4. 设 C 为 z 平面 上 的 任意 正 向 简单 闭 围 道 ， 记 


3 
g(w) =| +2 dz 


cl(z—wy | 
МЕНЯ w ЕС AR, g(w)=6riw; M w ФЕ СЕЈ, ЕС) =0. 
5. 证 明 如 果 了 在 简单 闭 围 道 C 内 及 其 上 解析 ，>z。 ЖЕСЕ, BA 
f (zdz _ fz) dz 
C Z— Zo C (z 一 zo)2 
6. 设 了 表示 一 个 在 简单 闭 围 道 C 上 连续 的 函数 .仿照 48 节 的 过 程 证 明 
1 f (s)ds 


2хі)с 5 — х 


g(x) = 


在 C 内 每 点 都 解析 且 有 


/ — 1f fGsdds 
g (0) 2xiJc (s — z)?’ 


т. Сажин z= (—л<0< к). 首先 证 明 对 任意 实数 4a， 


| en dz = 2ni. 
cz 


在 将 这 个 积分 用 0 表示 出 来 得 到 积分 公式 
[e costasino 49 = x. 


. 8. (a) 利 用 第 3 节 中 的 二 项 式 公式 证 明 对 任何 >， 函数 
1 4" 2 п = eee 
Р, (2) = om de (8 — 1) (п = 0,1,2, ) 
№ п 阶 多 项 式 ?. 


(b) 设 C 表示 围绕 给 定点 = 的 任意 正 向 简单 闭 围 道 ， 利 用 48 节 关 于 解析 函数 第 阶 导数 的 
积分 表达 式 (4) 证 明 (a) 中 的 多 项 式 可 表示 成 | 


Р„(=) = 1 | (=D ds (т = 0,1,2,--). 


2 wije (s — =)" 


(c) 指 出 当 z 王 1 时 ，(b) 中 P,(z) 的 表示 式 中 的 被 积 函数 怎样 写成 (s 十 1)"/(s 一 1). 利用 柯 


~ 
~ 


© 当 z=z 时 ， 这些 就 是 37 FRAT 出 现 的 动 让 德 多 项 式 ， 
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西 积分 公式 证 明 
P,Q) =1 (n= 051,25"). 
同 理 证 明 
P,( 一 1D) = (一 D” (一 0,1,2，)， 
9. . 按 下 列 步骤 证 明 48 节 中 引 理 的 表达 式 
fz) = Lf fds 


дс (s— x)?” 


(a) 利 用 引 理 中 六 (=) 的 表达 式 来 证 明 
Гаде fL 1[ f@ds _ 1f 3s—z)Az—2(Az)? 
Az niJc (s— z)? 2rijc Grae y OT | 
(b) 令 ра 分 别 表示 从 z 点 到 C 的 最 大 和 最 小 距离 ， 令 M 表示 | f(s) | 在 C 上 的 最 大 
fi, 工 表示 C 的 长 度 . 用 三 角 不 等 式 及 引 理 中 广 (z) 的 导数 表达 式 ， 证 明 0< | Az | <d в, 
(a) 中 右边 积分 值 有 上 界 为 


(3D | Az | 十 2 | Az |М 


а[де ya 
(c) 利 用 (a) 和 (b) 中 的 结果 来 得 到 挛 (z) 的 表达 式 . 
49 ” 刘 维 尔 定理 与 代数 基本 定理 
这 节 主 要 的 目的 是 给 出 由 48 节 的 柯 西 积分 公式 推导 出 的 两 个 很 重要 的 定理 . 
引 理 RK 在 一 以 zo AMS, FAA RAEAN C 67) 上 及 其 内 解析 ， 如 果 
Mr 表示 | f(z) | 在 CR 上 的 最 大 值 ， 那 么 | 
| fP Cz) |< (n= 12s). a)“ 


y 


图 67 


不 等 式 (1) 叫 做 柯 西 不 等 式 ， 这 可 直接 由 下 式 推 得 : 
f (zo) = BEY Fdz _ (п=1,2,---), 


2 с, (z — 55)" 


我 们 只 要 利用 41 节 关 于 围 道 积分 值 的 模 的 上 界 估计 的 不 等 式 C1) 就 可 见 - 
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м 
| fP) KZE. ож (n= 12s), 


其 中 Ma 如 引 理 中 所 设 . 这 显然 就 是 引 理 的 结论 . 

这 个 引 理 可 用 来 证 明 在 复 平面 上 不 存在 非常 数值 的 有 界 整 函数 ， 这 也 就 是 我 们 的 第 一 个 定 
理 即 刘 维 尔 定理 | 

定理 1 PRK SAP BRKRAALEBLAR, А ГЕТЙ. 

”我 们 设 f 满足 定理 的 条 件 ， 那 么 由 于 了 是 整 函数 ， 所 以 对 ”一 1， 柯 西 不 等 式 (1) 对 任意 的 
Zo 及 R 都 成 立 

ЁХ (=) |< 一 2 а. (2) 

ПЕНИ нивал яна ао см, P 
为 不 等 式 (2) 中 的 常数 Me 总 是 不 大 于 M， 所 以 


Ifo 15 М, (3) 


其 中 z。 是 复 平面 上 的 任意 给 定 的 点 ，R 可 任意 大 . (3) 中 的 数 M 与 R 的 取 值 无 关 ， 故 由 此 得 
(zo) 二 0。 由 于 zo 是 复 平面 上 的 任意 一 点 ， 所 以 (zo ) 在 平面 上 处 处 成 立 ， 那 么 由 23 节 的 
定理 得 /是 常 值 函 数 ， 

下 面 的 定理 即 著名 的 代数 基本 定理 ， 可 由 刘 维 尔 定理 直接 得 到 ， 

定理 2 任意 n(n 之 1) 阶 多 项 式 

P(z) = а Бах Баж? + Бах" (a, 52 0) 
至 少 有 一 个 零点 ， 即 至 少 存在 一 点 zo 使 得 Pl) =0. | 
这 里 用 反 证 法 .假设 P(z) 对 任何 z 都 不 为 零 . 


fœ 一 PO 


很 明显 是 整 函 数 ， 并 且 在 复 平面 有 界 . 
为 证 明 其 有 界 ， 我 们 先 记 
wa Se tate tS. (4) 


ЖА Р(2) = (а, г. ак РОННИ | z | ZR 时 都 小 
于 |а, | /2m)， 由 nn 项 的 广义 三 角 多 项 式 得 当 |z | >R, |01 < 1а, 1/2. 所 以 当 |z > 
及 时 ， 


| a, 十 也 22 
这 就 让 我 们 得 到 
当 | |S RMA | PC) |= la, twla l> Let) ei Lele 5) 


BRA 
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1 2 
[Po] © Ta ГЕ 


因此 ЛЕВЫХ | z | <R 外 有 界 . SAREE, MU 了 在 其 上 有 界 ， 因 此 f 在 整个 平面 上 
AR. | 
现在 根据 刘 维 尔 定理 f(z) 是 常数 ， 所 以 P(z) 为 常数 ， 这 就 得 到 了 矛盾. 
根据 基本 定理 可 知 n(n 之 1) 阶 多 项 式 P(z) 可 以 表示 为 o. 
Р(2) = elz — zi) (а — 2) Ce Z,), (6) 
其 中 与 zi(% 一 1，2，…，n) 都 是 复 常数 ， 详 细 地 说 ， 定 理 保证 了 PORFA mm， 那么 由 50 
节 练 习 10 得 ， . | 


М [=> ВВ, | f(z) |= 


P(z) = (= — 2)06, (=), 
其 中 Q (ok n 阶 多 项 式 . 对 Qi (z) 做 同样 的 讨论 知 存在 数 o, ， 使 得 
Plz) = (z — zi)(z— z:)Q: (z), . 
其 中 Q:(z) 是 n 一 2 阶 多 项 式 、 如 此 进行 下 去 就 可 得 到 表达 式 (6)， (6) 中 的 零点 z 当然 有 可 能 
重复 出 现 . 但 很 显然 PC(z) 至 多 有 nn 个 不 同 零 点 . 


50 最 大 模 原理 


在 这 节 中 ， 我 们 来 推导 一 个 关于 解析 函数 模 的 最 大 值 的 重要 结果 .， 先 给 出 一 个 引 理 . 

218 fe | z | <e 内 解析 且 满 足 | f(z) | <| flo) |, BA f(z) 在 这 个 邻 域 中 
为 常数 fC). 

为 证 明之 ， 我 们 假设 f 满足 已 知 条 件 ， 令 zi 为 所 给 定 邻 域 中 任意 异 于 О 的 点 . Rp 表示 
Az 52 间 的 距离 ， 若 用 С, Ио 为 圆心 且 经 过 点 zi 的 正 向 圆周 | 2—20 | 一 2( 图 68)， 


由 柯 西 积分 公式 可 得 
fla) = zl, 2008, | Ф 


RAC, 的 参数 表示 为 
z= х0 + pe” OK), 


о 关于 基本 定理 的 一 个 用 到 柯 西 一 古 萨 定理 的 有 趣 的 证 明 可 查阅 R. P. Boas， Jr., Amer. Math, Monthly, Vol. 
М, No. 2, р. 180, 1964. | : бы и Их 
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故 (1) 可 以 写成 


fe 
fee) = Bl” Гб рее. (2) 


从 (2) 式 可 见 当 函数 在 一 个 给 定 圆 周 上 及 其 内 解析 时 ， 它 在 圆心 的 值 是 它 在 圆周 上 的 值 的 
算术 平均 值 . 这 叫做 高 斯 均值 定理 . | т 


从 (2) 式 可 得 
| f(zo) I< +f | fC zo + æ”) | dé. | (3) 
| Сео te) S| fled | OKA), (4) 
我 们 得 到 


an ax 
I. | Ро +æ”) | 90 < | | fæ) | dO = 2к | Со) |. 


因此 


1 2r А 
| f(zo) | 之 f | fCzo +æ”) | 40. | (5) 
明显 由 不 等 式 (3) 和 (5) 可 知 
. 1 2к 6 
| f) |= ES” | fært”) | 48, 
或 


[CI Fæ) [=| А + ee) 1080 = 0. 


最 后 一 个 积分 中 的 被 积 函数 是 9 的 连续 函数 ， 且 由 条 件 (4) 在 整个 区 间 OK LAER. 
于 积分 值 为 零 ， 故 被 积 函数 恒 为 零 ， 就 是 
| fle. + ей) [=| fled | OKA. (6) 

这 表明 | f(z) | = | f(zo。) | 对 圆周 | 2—20 | =p 上 的 所 有 = 都 成 立 . 

最 后 由 于 a 是 空心 邻 域 0< | = 一 am | <e 内 任意 一 点 ， 可 见 对 任意 0<p<e， 圆 周 | xz 一 | 
=p LWA: 都 满足 | (= | = | fo) | .所 以 | fo] = | f(zo) | Æ | z—zo | <e 内 处 处 
Жз. 根据 24 节 练 习 "ОНИ ВОЕН, ИЖЕ. AE ГС) = 
f(zo) 在 这 个 邻 域 中 都 成 立 ， 引 理 得 证 . 

利用 这 个 引 理 就 可 以 证 明 下 面 的 最 大 模 原 理 . 

定理 “如果 函数 了 在 给 定 区 域 上 解析 且 不 为 常数 ， 那 么 | f(z) | EDARRA RKI, 
RAE DAME # Я | f(z) | <| fle) | HD 内 所 有 点 = 都 成 立 . 

给 定 f 在 DD 内 解析 ， -我 们 假设 | f(z) | 在 D 内 一 点 zo。 处 取得 最 大 值 然后 证 明 УЕ р 
内 为 常数 . . 

这 里 所 用 的 方式 与 26 节 中 证 明 引 理 时 是 类 似 的 ， 我 们 取 р ANTAL 来 连接 x 与 D ALE 
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ЖАР. Ad RAL 到 DD 的 边界 的 最 小 距离 . “DER TPA, d 可取 任意 正 数 . 接着 我 
们 在 世上 取 有 限 个 点 
Zo Zp 9 之 2 *** 9 Zn- 9 Fy 

使 得 =, 与 点 也 重合 且 . ИИИ 

| = zi |< 4 (k= 1,2,.…,n). 
WN, МИ =, HPD, BEA d 的 圆 邻 域 ， 那 么 就 得 到 一 些 圆 域 (图 69) 

Nos М, „М › Noa М, › 

这 些 圆 域 都 包含 在 DAEHN: k=l, 2, +, п) OE Ni. 


一 一 一 ~ 
一 一 一 ~ Ра Z=- 
А 


У 了 М 
< х мх N 7. КУЯ aN 
РА № `м` № \ L дип и Ny 
\ \ 


~ 一 一 一 


由 于 假设 SOTE D 的 xo 达到 最 大 值 ， 所 以 那 也 是 在 N。 的 最 大 值 点 . .那么 f(z) 在 № 上 
为 常数 fle). RBM, fla) = fled. 这 意味 着 在 N 内 处 处 有 | FC) | < | Ле | 再 次 
应 用 引 理 可 得 当 z 为 №, 内 点 时 

f(z) = flea) = fleo). - | 
因为 xs 在 № A, WA С) = Со). 于 是 当 z 在 Ns 时 就 有 | f(z) ] < | fle) |; 再 次 应 
用 引 理 得 当 z 属于 Ns В, о 7 Е Е 
f(z) = fl) = fle). 
如 此 继续 下 去 我 们 就 得 到 在 №, 内 有 SIH fl). 

注意 到 我 们 假设 x,=P 为 D 内 任意 不 为 ze WA, 所 以 我 们 得 到 在 D 内 处 处 有 f= 
У (ео). 定理 得 证 . 

如 果 函 数 /在 一 个 有 界 闭 区 域 R 内 解析 且 在 R 上 连续 ， 那么 | f(z) | 在 尺 上 可 取 到 最 大 
值 (17 节 )， 即 存在 一 个 非 负 常数 M， 使 得 对 尺 中 所 有 点 z 都 有 | f(zx) | <M， 且 等 号 能 在 R 
上 至 少 一 点 处 成 立 ， 如 果 ГЕ, АЛЕ В 内 所 有 点 都 有 | fo) | =М. MRSA 
是 常数 ， 那 么 根据 最 大 模 原理 ， 在 R. 的 内 点 = 处 有 | f(z) | М. 我 们 就 得 到 了 最 大 模 原理 的 

一 个 重要 推论 . | | И 

.推论 设 了 在 一 个 有 界 闲 区 域 尺 上 连续 且 在 民 内 部 解 新 不 为 常数 ， 那么 | f(z) | 总 会 在 
R 的 边界 某 点 处 达到 最 大 值 ， | | Loos 

例 令 R З Оа, Оу. ЕНИ f(z) 一 sinz 的 模 在 R 的 最 
大 值 在 边界 某 处 可 达到 ， 这 可 以 直接 通过 计算 来 验证 ( 见 33 节 ) 

| f(z) [|=Vsimztsinhy | 
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注意 sin?’ х 当 x 二 x/2 时 最 大 而 sinh?y 当 у=1 NRK. MU | УС | 在 R 的 最 大 值 在 边界 点 z= 
(x/2，1) 处 取得 ， 在 R 中 无 其 他 点 取 此 值 ( 图 70). 


图 70 


当 推 论 中 的 函数 f BR У) ибх, Ут, у), ибх, ЭЛ К LW FCM 25 节 ) 
ARAMHBRXMARTHARMOURL 这 是 由 于 复合 函数 g) =ехр[ 1 (=) МЕ К LE 
续 且 在 其 内 部 不 为 常数 ， 所 以 | g(z) | 一 exp[u(z，y)J 在 R 上 连续 上 且 在 边界 上 取得 最 大 值 . 
根据 指数 函数 的 单调 性 就 可 得 w(x，y) 在 边界 上 取得 最 大 值 . 

| f(z) | 和 w(x，y) 的 最 小 值 的 性 质 将 在 练习 中 给 出 . 


练习 


1， 设 f 是 整 函 数 旦 对 所 有 的 z 满足 | f(x) | ЎА | z | ， 其 中 A 是 个 给 定 的 正常 数 . 
证 明 f(z)=aix, HP a, 为 复 常 数 . 

提示 ， 利 用 柯 西 不 等 式 (49 节 ) 可 证 ГЕИ ЕЖУ. 注意 柯 西 不 等 式 中 的 常数 
Mr 不 大 于 AC | | +R). . 

2. BE F(z) 是 整 函数 且 调和 函数 ulr, Вел ЕЯ ио, BE zy 平面 的 所 有 点 
(x，y) 处 都 满足 ибх, у) «и. 证 明 u(x，y) 在 平面 上 为 常数 . 

提示 : 对 函数 g(z) =exp[/(z)] 应 用 刘 维 尔 定理 (49 节 )， 

3. 证 明 当 R 充分 大 时 ，49 节 定 理 2 中 的 多 项 式 PC(z) 满 足 不 等 式 

| P(z) |< 2] a, 1 = 1", | = 122 К. 

[与 49 节 不 等 式 (5) 的 第 一 个 比较 . ] 

提示 : 注意 到 存在 正 数 R 使 得 当 | = | SRE, 49 节 的 (4) 式 的 每 个 商都 小 于 | а, | /и. 

4， 设 函数 上 在 有 界 闭 区 域 R LEK, ARTE R 内 解析 不 为 常数 . BER 处 处 不 为 
零 ， 证 明 f 在 R 内 存在 最 小 值 并 且 最 小 值 点 必 在 RR 的 边界 取得 ， 对 函数 g 二 1/f 应 用 最 大 模 原 
理 (50 节 ) 就 可 得 到 这 一 结论 . 

5， 用 函数 f(a == 来 说 明 练 习 4 中 f(z) 在 R 中 处 处 不 为 零 这 个 条 件 是 必要 的 .也 就 是 
BL, ЕН | Г | 能 在 内 点 处 达到 最 小 值 0. 

6. жеж f(z) 二 (z 十 1)* 及 顶点 在 z 二 0，z 二 2，z 一 i 的 三 角形 闭 区 域 R， 找到 | fC | 
在 RR 内 的 最 大 值 点 和 最 小 值 点 ， 这 表明 了 50 节 和 练习 4 的 结果 . И 

提示 : 将 | f(z) | 看 作 是 点 z 和 一 1 之 间距 离 的 平方 . | 

7. B у(х) иб, 妨 十 ioCz， 力 在 有 界 闭 区 域 尺 上 连续 且 在 其 内 解析 不 为 常数 ， 
证 明 и(х, УЖН RER 的 边界 处 取得 最 小 值 ( 见 练习 4). 
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8. И ЕЯМЖЕС)=е, Е НЯЖКЖ 0<х<1, 0S yn. Н и(х, у) = Ке fle) Е 
R 内 的 最 大 值 点 和 最 小 值 点 来 说 明 50 节 及 练习 7 的 结果 . 
9. Я F(z)=xGz，y) 十 io(z，y) 在 有 界 闭 区 域 R 上 连续 且 在 其 内 解析 不 为 常数 ， 
证 明 ох, VERRE R 的 边界 处 取得 最 大 值 及 最 小 值 . 
提示 ; 对 函数 g(z) 二 一 if(z) 应 用 50 节 和 练习 7 中 的 结果 . 
10， 设 zo 是 n(n 宇 ]) 阶 多 项 式 P(z) 一 ao 十 az 十 az 对 十 … 十 asz"(a 天 0) 的 零点 . 按 下 面 的 
方法 证 明 
l P(z) = (z— zo)Q(z), 
ЕО ПИК. 
(a) № Е 
et — apt = (2 zo) (а Ра йо t ee beet + ef!) Ck = 253,06), 
(b) 利 用 (a) 中 的 分 解 来 证 明 
Р(=) — Plz) = (z— zo) Q(z), 
其 中 Q(z) 是 n 一 1 阶 多 项 式 ， 由 此 可 证 得 所 需 结果 . 173 


第 5 章 级 BR 


本 章 主 要 介绍 解析 函数 的 级 数 表 示 ， 我 们 给 出 一 些 定理 保证 级 数 表示 的 存在 ， 然 后 介绍 展 
开 级 数 的 技巧 . 


51 ”收敛 序列 
称 一 列 无 穷 复数 序列 


C1 9 TZ2 9 Tn (1) 
有 极限 z， 如 果 对 任意 正 数 。， 存 在 正 整 数 ze ， 满 足 
| z, 一 z | <=, п > т. (2) 


其 几何 意义 是 ， 对 充分 大 的 2， 点 z, 存在 于 x 的 任意 e 邻 域 (图 71). 由 于 我 们 可 以 选择 任意 小 
的 es， 则 可 以 说 随 ”的 增长 z, 无 限 接近 于 >， 通 常 要 求 的 n 依赖 于 e 的 值 . 

序列 (1) 至 多 可 能 有 一 个 极限 . 也 就 是 说 ， 如 果 极 限 存在 ， 则 它 就 是 唯一 的 (第 52 节 练 习 
5)。 当 该 极限 存在 时 ， 则 称 序列 收敛 于 2; 我 们 记 为 


limz, = z. (3) 


noo 


ВЕНА, WERE RH. 


定理 Hz, =r, tiy, (n=l, 2, )fez=axrtiy, Я 


limz, =. z (4) 


当 且 仅 当 | 

limz, =x 和 limy, = у. (5) 

为 证 明 该 定理 ， 我 们 首先 假定 条 件 (5) 成 立 ， 然 后 由 它 得 到 条 件 (4)， 根 据 条 件 (5)， 对 于 
任意 正 数 є, 存在 正 整 数 п Жи, 满足 


| £a 一 工 |< 5. n> m 
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[=> 1< pH n> m. 
因而 ， 恕 果 no=max(m. п}, W 


|2, —х |< 5 和 lyn I< FRP n> m. 


既然 
| (x, + iya) = (= tiy) |=| (a, — 2) + Ку, —y) |<} zs 一 工 | 十 | у, у 1, 
那么 
2. % I< f+ = е, Жи m. 
故 条 件 (4) 成 立 . 


相反 地 ， 如 果 从 条 件 (4) 开 始 ， 我 们 知道 对 于 任意 正 数 e， 存 在 一 个 正 整 数 mw ， 满 足 
| (2, Hiya) 一 (I 十 iy) 1< е, EP n>n. 


但 
| x, —x|\<| Cr = ж) +ily, = у) |=| (а, — (= у) | 
和 
| у, у 11 Cy 2) FIG — у) |= | (х, tiy,) — ау) |; 
这 意味 着 : | 
х, = |<: | у, – у |< е, фир т. 
即 满足 条 件 (5). | 
根据 定理 ， 下 面 无 论 右边 两 个 极限 存在 还 是 左边 极限 存在 ， 我 们 可 以 记 
Пт Сх, +iy,) = limz, 十: limy,. 
м 序列 
z = а: (п = 14,25) 
”收敛 于 i。 因为 
lim (20) = lim $ +i limi =0+i+1 =i 
n-woo \ N поо n n= 
Hid 
| Za ~i |= 4. 


我 们 也 可 以 应 用 (2) 得 到 该 结论 ， 更 精确 地 说 ， 对 于 任意 正 数 s 
| Zn 一 了 |< e tp n> 


2 
=. 
Е 


ў 
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52 ”收敛 级 数 
一 列 无 穷 复数 级 数 
De 一 = (1) 
RF Fe S， 如 果 序 列 部 分 和 
Эм = Me ааа CN = 1,2,-..) (2) 
WRF 5; 那么 我 们 记 


既然 序列 至 多 有 一 个 极限 ， 则 级 数 也 至 多 有 一 个 和 ， 当 级 数 不 收 敛 时 ， 我 们 称 它 为 发 散 的 . 
定理 i z, =z, tiy, (n=l, 2, 0) S=X+iY, 8] 


Sts, =5 (3) 
SAMY 
Уа. =х 和 У» =Y. (4) 
当然 定理 告诉 我 们 
Ус, +iy,) = Уа, +i >». 


成 立 ， 上 5 只 要 左边 的 级 数 收敛 或 右边 的 两 个 级 数 收 伍 . 
为 了 证 明 该 定理 ， 我 们 记 部 分 和 (2) 如 下 


SN = Хм + Ею, (5) 
此 时 
Xy = Sa Al Yn = У)». 
结论 (3) 为 正确 的 当 且 仅 当 | | | 
jim Sw = $; (6) 
又 根据 条 件 (5) 和 第 51 节 中 的 数列 定理 知 ， 极 限 (6) 存 在 当 且 仅 当 | 
lim Xy =X 和 Пт Ун = У. (7) 
因而 根据 (7) 可 推出 结论 (3)， 反 过 来 同样 也 成 立 ， 由 于 Xn МУ, 为 级 数 (4) 的 部 分 和 ,: 则 定理 
得 到 证 明 . 


通过 计算 知道 实 收 全 级 数 的 第 ”项 在 ” 趋 于 co 时 趋 于 0， 我 们 从 本 章 和 前 一 章 的 定理 立刻 
可 以 得 出 ， 对 于 复 收敛 级 数 该 结论 也 是 成 立 的 . 即 级 数 (1) 收 化 的 必要 条 件 为 
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limz, = 0. (8) 
Am, ЭН ЛЕА. 特别 地 ， 存 在 一 个 正 数 М, РЕЖЕ Ж n, WE | 2, | 
委 AM( 参 考 练习 9). 


下 面 为 复 级 数 的 另 一 个 重要 性 质 ， 我 们 设 级 数 (1) 为 绝对 收敛 的 ， 即 当 2, =z, t iy 
时 ， 级 数 7 


в. hF 


lan ЗУ 和 [уу К, 
从 计算 对 比 可 以 知道 ， 两 个 级 数 
Dial ВЕ 

一 定 收敛 . М, FSR RA RTM, ВРИЕ НОК РВС, НОСОК BF SE RK 
ХНУ. PAREKREBRRDKCM. 因此 ， 复 级 数 的 绝对 收敛 可 以 推出 该 级 数 收 伊 ， 

在 确立 级 数 和 为 一 给 定数 S 的 事实 时 ， 经 常 定义 第 N 项 后 的 余 项 pn 为 | 

pv = 5 — Sy. (9) 
则 S=Sntpni 又 由 于 | SN 一 9 | 一 | ov 一 0 | ' 我 们 知道 级 数 收 伍 于 数 S， 当 且 仅 当 余 项 序列 
BEE. 我 们 将 在 处 理 堆 级 数 时 考虑 使 用 这 个 结论 ， 香 级 数 为 如 下 形式 
(2 zo)" = ay tas (e — zo) а (= zo)? + Баба zo)” +o 


此 处 zo MAM a, 为 复数 ，z 为 包含 z。 的 给 定 区 域 中 任意 点 . 在 该 级 数 中 ， 变 量 为 x, 我 们 将 
分 别 以 S(z) 、Sn(z) 和 pn(z) 表 示 级 数 和 、 级 数 部 分 和 及 级 数 的 余部 [ 
Я 应 用 余 项 容易 证 明 | 


а 
2? 三 二’ 其 中 1zi<1. (10) 
根据 恒等式 (练习 10, 第 7 节 》 


2 „n l-r” 
1 十 z 十 zx tote = Ш 


(z #1) 
部 分 和 为 


so = Sir itet t eHe (2 #1) 


现 改 写 为 


l= 
Sn Cz) = 125: 


如 果 
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1 
500) = 


рм) = SCz) — Sn (z) = (= #1). 


则 


ЕЛЫ 
[1—=|° 


显然 ， 由 该 式 知 余 项 py (z) 在 | x | <1 时 趋 于 零 , BÆ |z| Sl 时 不 成 立 . 因而 求 和 公式 
(10) 得 证 . 


练习 
1. 用 两 种 方法 证 明 序列 


| pn(z) | = 


2+: 5! (n= 1,2.) 
п 

收敛 于 一 2. 

2. Rr, 表示 练习 1 中 复数 z Ш, Ө, 为 复数 = 的 幅 角 的 主 值 ， WA: FRR r,(n=1, 2, 
~), 但 序列 Ө,(п=1, 2, …) 不 收敛 . 

3. 证 明 ， 如 果 limz, =z, 那么 lim |z,|=|z|. 

4， 在 第 52 节 练 习 推 导 的 求 和 公式 中 记 z=re*， 其 中 0 二 r 二 1， 则 应 用 第 52 节 的 定理 证 
明 


Srcosng _ __rcos§—r* 
Z 1 — 2ғсоѕ0 + ғ? 


rsing 
> msinn = 1 — 2ғсоѕӣ + т? 


此 处 0 二 r 二 1( 附 注 : 公式 在 r=0 时 也 是 合理 的 ). 
5. 根据 实数 序列 的 相应 结果 证 明 : ROSES EE 


6. 证 明 : 如 果 >. = S, 那 


№ 

| Е 
1 
wl 


7. We 表示 任意 复数 ， 证 明 : 如 果 ТА = S, 那 么 Do, = CS. 
” 8， 根据 实数 级 数 的 对 应 的 结果 和 第 52 节 中 的 定理 ， 证 明 ， 
如 果 Sie, = S 和 Dw, 一 了 ,那么 Yee, 十 zu) =SHT. 


9. ЕЖУ zn n=l, 2, MF =, HR: 存在 一 个 正 数 M, 对 于 任意 正 整数 mn， 满足 
不 等 式 =, | 委 M， 用 下 面 提示 的 方法 分 别 证 明 
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(a) 存 在 一 个 正 整数 n, 4 n>n 时， 满足 
| za | = z+ (а, — =) |< |= |+ 1 
(bid xz,= 二 XxX, 十 iy,， 注 意 以 下 实数 列 定 理 ， 


实数 列 х, 和 yn 二 1，2，…) 的 收敛 推出 对 于 正 数 Mi MM, A | х, | ЗМ, Ж | у, | < 
M: (n=l, 2, =). 


53 ”泰勒 级 数 


现在 我 们 开始 介绍 泰勒 定理 ， 它 是 本 章 最 重要 的 结果 之 一 . 
ЖЕ BRK f 在 以 zo 为 心 ， 半径 为 R, 的 图 | = 一 z | <В, 上 处 处 解析 (图 72)， 那 么 
f(DREBR, REA 


f(z) = dja (= — в)" (|z—z |< Ro), (1) 
n=0 
此 处 
(л) 
„=E (= 0,1,2). (2) 
пі 


BS ct TF LReAH AAR, BRO) KAT fle). 
了 


这 是 f(z) 在 点 zo 处 的 泰勒 级 数 展 式 . ЕАН 应 用 到 单 复 变 函 数 时 
He. BS 
Р (26) = flo) 和 01 = 1, 
级 数 (1) 就 可 以 为 


f(z) = га) + EE (ew) + 02 (а z)? + Пета |< Ro? (3) 


任何 在 点 zo 解析 的 函数 必定 关于 z。 有 泰勒 级 数 ， 因为， 如 果 在 点 局 解析 ， 则 它 在 该 点 . 
的 某 个 领域 | =— | <e 内 解析 (第 23 节 ); 在 泰勒 定理 的 叙述 中 ， с 可 能 被 当 作 К. МИН. Я 
外 ， 如 果 了 为 整 函 数 ，R。 为 任意 大 的 数 ， | zx 一 zo | Соо, ” 则 在 有 限 平 大 的 等 一 BBM AT 
f(z. 

首先 我 们 证 明 在 2, =0 时 定理 成 立 此 时 ， 级 数 (1) 映 射 为 
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fi) = у "0 CO (|а |< В, (4) 


n=0 


这 被 称 为 麦克 劳 林 级 数 ， 当 z 为 任意 复数 时 ， 根据 上 述 方法 证 明 也 可 立即 得 到 . 
为 了 推导 表示 式 (4)， 我 们 记 | 之 | =r, Co 表示 任何 正 向 环 |z | =, 其 中 r<n<R (8 
考 图 73)， 由 于 SEC 内 及 其 上 面 解析 ，zo 为 Co 的 内 部 点 ， 应 用 柯 西 积分 公式 有 


fi) = ==. Lods (5) 
rijo 5—2 


11.1, 
s—z s 1— (2/5), (6) 
则 从 第 52 节 的 例子 知道 
1 м ， м 
1-2 _ БЕ (7) [183 


其 中 z 为 单位 圆 外 任意 复数 ， 在 等 式 (7) 以 z/s 代替 x， 那么 我 们 能 够 重新 写 等 式 (6) 如 下 


х1 
sz -y Je += G z" (8) 


=0 


以 f(s) 乘 以 该 等 式 ， 然后 在 等 式 两 边沿 着 С, RF s 积分 . 则 我 们 知道 
| fds _ Sf £ HOL w4e "| f(s)ds 


Q 5-х < с, (5 2)5^° 
根据 表达 式 (5) 和 第 48 节 的 如 下 结论 
1 fls)ds _ Ff? (0) — ... 
rile st = al (n 0,1,2, ) ， 


在 我 们 乘 以 1/(2rxi) 后 ， 则 得 到 
fa = VE Orta, (9) 
此 处 
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N 
f(s) ds 
. putz) = žale (5 — х)5^° (10) 
如 果 表 达 式 (4) 成 立 ， 则 必须 有 
lim pn (=) = 0, C11) 


为 证 明 该 结论 ， 我 们 令 | z | =r, Co 的 半径 为 Yo s 其 中 то Г, 那么 ， 如 果 5 为 Co 上 面 的 点 ， 
则 我 们 可 以 得 到 
|2 1211511 Пет =r. 


因此 ， 如 果 М жж f(s) 在 С 的 最 大 值 ， 且 


N 
| рм) I< >= 2пт = Mrs (2) . 


Qn Go —r)ry т — ғ 
则 只 要 (r/r)<1， 极 限 (11) 显 然 成 立 . 

.为 了 证 明定 理 对 于 以 任意 点 o 为 中 心 、R。 为 半径 的 圆 盘 成 立 ， 我 们 假设 /在 | z 一 zo | 
<К 内 解析 ， 则 复合 函数 f(z 十 zo ) 一 定 在 | (2+0) z | <R ARH. 当然 ， 后 面 的 不 等 
式 恰好 为 | z | 二 R。; 又 如 果 我 们 记 g(z) 二 f(z 十 zo)， ВОЛИ | z| <R 内 的 解析 性 保证 
存在 一 个 麦克 劳 林 级 数 表 示 


g(z) = У) eo (z 1< R). 
也 就 是 说 Е 
fata) = УГ, (| z |< Ro). 
在 该 等 式 中 以 z 一 z。 RE =， 并 且 条 件 合理 时 ， 我 们 有 泰勒 级 数 展开 式 (1). 
54 举例 


显然 ， 当 函数 f 在 以 z 为 心 的 圆 内 处 处 解析 ，f(z) 关 于 zo 的 泰勒 级 数 在 圆 内 任意 点 处 必 
定 收 合 级 数 的 收 化 无 须 验证 ， 事 实 上 ， 根 据 泰 勒 级 数 定理 ， 级 数 在 圆 C 内 收敛 于 f(z)， 其 
中 C 以 zo 为 心 ， 半 径 为 zo 到 函数 f(z) 最 近 奇 点 的 距离 。 在 第 59 节 ， 我们 将 会 发 现 对 于 任意 
内 点 ， 这 其 实 是 该 级 数 收敛 于 f(z)， 并 以 zo 为 心 的 最 大 圆 . 

在 第 60 节 中 ， 我 们 也 可 以 发 现 ， 如 果 对 于 以 z 为 心 的 任意 圆 内 点 x， 存 在 一 系列 常数 а, 
(п=0, 1, 2, =), E 


f(z) = Уа, (z— z)" 
那么 ， 不 管 那些 常数 如 何 得 到 ， 该 该 震级 数 必定 为 函数 f KF z。 的 泰勒 级 数 ， 在 这 些 结论 中 ， 
经 常 要 求 我 们 应 用 更 有 效 的 方法 ， 而 不 是 直接 应 用 泰勒 级 数 定 理 中 的 结论 а, = Р (5) /пі 去 
找 泰勒 级 数 中 的 系数 a,. 
在 下 面 的 例题 中 ， 我 们 将 使 用 泰勒 级 数 中 的 结论 去 找 某 些 简单 函数 的 麦克 劳 林 级 数 展开 
式 ， 着 重 强 调 了 那些 展开 式 在 发 现 其 他 函数 展开 式 时 的 应 用 . 在 我 们 的 例题 中 将 应 用 收敛 级 数 
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的 性 质 ， 例 如 ， 第 52 节 练 习 7 和 练习 8 中 被 证 明 的 性 质 ， 
Al 因为 (2) =е 为 整 函数 ， 所 以 fOMFER z: 都 有 合理 的 麦克 劳 林 级 数 展开 式 . 
1m(z) 一 ec， 又 因为 К” (0) =1, ДЕЯ | 


е = У) = (|= |< оо). (1) 
如 果 z= 二 + 十 i0， 那 么 展开 式 (1) 变 为 ° 
т 一 S z” 一 оо CO 
= > и (720 <2< 9), 


ЗЕ РАЖ z*e* 也 有 麦克 劳 林 级 数 展开 式 ， 得 到 该 式 的 最 简洁 方法 是 在 等 式 (1) 的 两 边 以 3z 代 
№ =, RGR 22, № 


2 23z 一 3" "2 со 
ze и aie @ =1< 99) 
#2 我 们 可 以 应 用 展开 式 (1) 及 定义 (第 36 №) 
sing = а —е* 
21 


找到 整 函数 f(z) = sinz Ж УЖА. 为 了 得 到 这 个 结论 ， 我 们 参考 展开 式 (1)， 则 可 
以 记 ， 
sine = L[ >) E Giz)" -p Se |= 01-075 (| х |< оо). 
ВМ п WR, 1—(—1)"=0, ARATE LARD TREE 2n+1 (En, 
sing = 250-6 Пу (in om 
又 因为 1 一 (一 1 一 2 MHS (- 1), 
sine = С ет ЕГІ (= |< оо). (2) 
逐 项 微分 将 会 在 第 59 节 加 以 论证 . 应 用 这 些 结果 ， 我 们 在 等 式 (2) 两 边 求 导 ， 则 有 
cosz 一 > me d goml = > _2n 二 1 22", 


(| z |< оо). 


2n + D! dz (2n+ 1)! 
也 就 是 说 . 
> 2a | . 
„я 
cose = X C D Gai (= |< оо). (3) 


例 3 因为 sinhz=—isin(iz) (5 34 节 ). 我 们 仅 需 要 在 等 式 (2) 的 两 边 以 iz 代替 z， 然 后 
乘 以 一 i:， 则 得 到 
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А > 2271 
sinhz = 2 Gn+ D! (| 2 |< оо), (4) 


同样 ， 既 然 coshze=cos(iz), ЖА Н (3) 91 
coshe = >) ES (| z |< оо). (5) 


例如 ， 观 察 coshz 关于 点 ze 三 一 2ri 的 泰勒 级 数 ， 对 于 任意 x>， 在 等 式 (5) 的 两 边 以 z 十 2xi 代替 
变量 z， 然 后 应 用 cosh(z 十 2rxi) 一 coshz， 从 而 


> : 2n 
coshz = czt Tri? (| z |< œ). 
例 4 麦克 劳 林 级 数 表示 为 
Ss De (zl<. (6) 
n=0 


函数 f(z) 二 1/(1 一 z) 在 z 二 1 处 不 解析 ， 其 各 阶 导数 为 
! 


= (п = 0,1,2,.…); 


特别 地 ，F”(0) 一 24， 展 开 式 (6) 告 诉 了 我 们 一 个 无 限 几 何 级 数 的 和 .此 时 ，z 为 相 邻 项 的 
公 比 : 


f” (2) 


++ а + sot. (510), 


当然 ， 这 是 第 52 节 例 是 中 的 求 和 公式 ， 它 由 另外 的 方法 所 得 到 . 
如 果 我 们 在 等 式 (6) 中 以 一 z 替代 z， 并 且 条 件 合理 ， 又 注意 到 当 | | <1 时 ，| 一 < | <1 
则 我 们 知 


5 = Seve z |< 1). 


在 另 一 方面 ， И 1 一 z 代替 变量 =， 那么 我 们 有 如 下 泰勒 级 数 表示 
一 二 Zo 1)" (== D" (| z 一 11< О. 


由 于 | 1 一 = | <1 和 | =—1 | <1 一 样 ， 则 有 效 条 件 也 和 展开 式 (67? 的 一 致 . 
AS 设 函 数 为 
_1+22? _1 21+27)-1_1 __ 1 
fo = aye а" 1+ 2° 3 

让 我 们 把 它 展开 成 关于 <BR. 由 于 f(z) 在 z=0 处 不 解析 ， 则 我 们 不 可 能 找到 它 的 麦克 
劳 林 级 数 . 但 我 们 的 确 可 以 从 展开 式 (6) 知 道 

Te ии: (=. 
因而 当 0< | х | <1} 
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fle) = Б-Р 一 点 十 二 一 = 十 可 一 本 十- 


2 


由 于 1/x* 和 1/z 可 以 分 别 记 为 > 和 > ， 则 我 们 可 以 称 它 们 是 关于 z 的 负 宕 项 ， 对 于 涉及 z 
一 zo 负 赛 的 展开 定理 我 们 将 在 下 节 讨 论 , 


练习 9 
1. 证 明 如 下 麦克 劳 林 级 数 表 示 
zcosh(2!) = > Gi (| z |< œ). 188 
2. 根据 下 列 条 件 
(a Mf? (1) (п=0, 1, 2, 0), (b) 记 e 一 ee 得 到 函数 的 泰勒 级 数 
=e) So" (раа ә) 
3， 找 出 下 列 函 数 的 麦克 劳 林 级 数 展开 式 


z _=. 1 
F = ару = 9 "ТЕ. 


EDG =: “gtr mm х |< V3). 


4. WEAR: 如 果 fl2)=sinz, 那么 
f 0) = 0M fF"? (0) = (— 1)" (2 一 0, 1 2，)， 
这 样 就 给 出 了 第 54 节 中 关于 sinz 的 麦克 劳 林 级 数 的 一 个 推导 .- 
5. 重新 证 明 第 54 节 中 函数 f(z) 二 cosz 的 麦克 劳 林 级 数 表示 (3).- 
(a) 利 用 第 33 节 的 定义 


e” + е“ 
cosz 一 —>, { 


2 

并 且 应 用 第 54 УЖ е 的 麦克 劳 林 级 数 表示 ; 

(b) 指 出 Г? (0) 一 (一 1D)” 和 errD(0) 一 0 (п=0, 1, 2, =). 

6. 写 出 函数 f(z) =sin( 2 ) 的 麦克 劳 林 级 数 表 示 ， 然后 指出 如 何 得 到 
fO = 0 和 fO 一 0 (n=0,1,2,.). 

7. EEE BARES 


=- У таи (| z—i|< V2). 
n=0 


提示 : 利用 下 式 


1 _ 1 _ 1, 1. 
т CD- Dd) l-i 1-(2-0/01- d 189 


О ЕРЕЕХИЕЮЫЯН, ЩЕЛИ, BLAS ТЕЖ 34 BH DRE. 


142 第 5 间 


8， 根 据 下 列 恒等式 (第 33 节 ) 
cosz 一 一 sin( = 一 z) , 


2 

把 cosz 展开 成 关于 zo 二 x/2 的 泰勒 级 数 . 

9， 应 用 第 34 节 练 习 7(a) 中 证 明 的 恒等式 sinh(z 十 xi) = — заря 及 sine 的 周期 为 2л: HHA 
论 ， 写 出 关于 点 zo 二 xi 的 泰勒 级 数 

答案 :一 2 Ga (| х= xi |< œ). 

10. 函数 tanhz 的 麦克 劳 林 级 数 收敛 于 tanhz 的 最 大 圆周 是 什么 ? 写 出 级 数 非 零 的 前 
两 项 ， 

11. ШЕВ: 当 08 


(a) 与 一 去 十 过 十 it Ati T+ 
2 6 10 


(b) сора ъа + 


12， 推 导出 下 面 展 开 式 


sinhz _ 1 gm | 
(a) = 1+2 Gai (0<| |< оо) ; 


(b) гоо) trt рот" gs (0 <| х |< оо). 
13. 证 明 ; 4 0< | = | <4 8 


55 洛 朗 级 数 


ШЕР /在 一 点 z。 处 不 解析 ， 那 么 我 们 不 能 在 该 点 应 用 泰勒 定理 ， 然 而， 我 们 经 常 可 
以 找到 函数 f(z) 的 级 数 表 示 ， 包含 z 一 z。 的 正 睾 项 和 负 短 项 (参考 第 54 PAM 5 和 练习 11, 
12 及 13)， 现 在 我 们 介绍 如 此 表示 的 定理 ， 首 先 我 们 将 介绍 洛 朗 定理 ， 

定理 假设 函数 ГАУ Ж z №8 Ш ЖЗ Р, < | z 一 z | 二 Rs 内 解析 ， L CRTA 
环绕 点 zo 的 正 向 闭 国道 ， 且 C 在 定义 域内 (如 图 74)， 那 么 在 该 定义 域 中 的 每 一 点 x 处 ， 
f(z) 有 下 列 级 数 表 示 : 


f(z) = Уа) +32 ay (Ri <| z— z |< Е), ， (1) 


п=1 


此 处 
fdz (0,1,2,.) (2) 


а, == a7 
" 2кыс (= — жу)" 


1 flz)dz 


б, = 5 (в) (n= 0,1,2,.…). (3) 


2п1)с (z— zo 


图 74 
展开 式 (1) 经 常 被 记 为 
fi) = 66-а (Ry <| z— z |< В,), (4) 
此 处 
c = | Lee (п = 0, 1,2,5). (5) 


形 如 (1) 或 者 (4) 的 任意 级 数 ， 被 称 为 洛 朗 级 数 . 

注意 到 表达 式 (3) 中 的 被 积 函数 能 记 为 F(z)(z 一 zo) 一 :， 显 然 ， 当 /在 圆周 | 2—20 | <Р. 
内 处 处 解析 时 ， 该 被 积 函数 也 在 圆周 内 解析 ， 因 而 ， 所 有 的 系数 3 0; 又 因为 (第 48 节 ) 

元 „22% = FO (ъ= 0,125), 

则 展开 式 (1) 生 成 一 个 关于 点 zo 的 泰勒 级 数 . 

然而 ， 如 果 f 在 圆周 | z 一 z, | <В, 内 除 点 z 外 均 解 析 ， 那 么 R 可 以 选择 任意 小 ， 则 表 
示 (1) 在 有 孔 圆 周 0< | 2—2 | <Р, 是 合理 的 .同样 地 ， 如 果 在 有 限 平面 上 对 于 圆周 | 2—20 | = 
R 外 每 一 点 均 和 解析 ， 则 表示 (1) 在 Ri 过 | zx 一 zo。 | 二 ce 内 也 成 立 . 注意 到 如 果 f 在 有 限 平面 除 
点 zo 外 处 处 解析 ， 则 级 数 (1) 在 任意 解析 点 或 者 在 0< | zx 一 z。| «Соору з. 

开始 我 们 将 证 明 当 z =0 时 洛 朗 定 理 成 立 ， 在 这 种 情况 下 环形 区 域 以 原点 为 中 心 ， 当 zo 
为 任意 点 时 ， 定 理 的 证 明 同 样 可 以 得 到 ， 

为 了 证 明 该 定理 ， 我 们 首先 作 一 个 包含 在 区 域 R< | z | <Б, а | z | <n, 
它 又 包含 x 和 围 道 C( 图 75)， 我 们 设 C AC, 分 别 表示 圆周 | = | =п 和 | z | =n, Ria. № 
确定 两 个 圆 的 正 向 绕 向 ， 我 们 可 以 看 到 SEC, С, 及 其 之 间 的 环形 区 域 均 解析 ， 

接着 ， 我 们 构造 以 z 为 心 的 正 向 圆周 y， 小 到 足 能 为 环形 区 域 六 委 | z | <n 所 包含 (如 图 
75 所 示 )， 那么 由 关于 解析 西数 沿 多 连通 区 域 的 正 向 边 四 积分 四 可 四 - 古 萨 定理 的 推广 形式 (46 
节 定 理 2) 知 道 
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| | f@ds _ [ f(s)ds 
Cy С 


= 0, 
сх 


1 5 — & 7 soz 


但 是 根据 柯 西 积分 公式 ， 第 三 个 积分 的 积分 值 为 2xif(z)， 因 而 
_1f fds, 1f As)d 
fo = la Os h PE (8) 
现在 ， 在 上 面 第 一 个 积分 中 的 因子 f(z)=1/(s 一 z) 和 第 53 节 证 明 泰勒 定理 时 的 表达 式 (5) 
相同 ， 在 这 里 我 们 将 需要 在 上 节 应 用 的 展开 式 


1 _ N-1 i, x 1 
s—z 2) рн tz (一 zsSN D 
至 于 第 二 个 积分 的 因子 1/(z 一 s) ， 我 们 通过 映射 等 式 (7) 的 ， Al = 得 到 


N—1 
1 _ 1 1 1 s“ 
== put yw х — 5 


z—-s fl 
如 果 我 们 在 这 儿 以 n—1 取代 求 和 指标 n» 那么 展开 式 有 如 下 形式 
пы Е.Е. a 
рт pt aN z—s° (8) 
在 下 面 的 叙述 中 我 们 需要 此 结论 . 


以 f(s)/ (2xi) 乘 以 等 式 (7) 和 (8)， 然后 在 两 边 分 别 沿 着 CG 和 С, 关于 s 积分 ， 由 表达 式 
(6)， 我 们 知道 


N-1 N 
fe) = Уа" рн + > r ou (2) (9) 
ЯФ a,(n=0, 1, 2, et, N-DMS,(n=1, 25 os NN) 由 下 列 不 等 式 确定 
_ 1[ Ха _ if б 
а Е Pale so’ в, = zle 57" (10) 


并 且 


N 
рм (=) = z f(s) ds oy(z) = 1 | 515) ds 


с, (CS 一 z)SN 2riz™ 之 一 $ 
假设 当 N 趋向 于 ce 时 ， 
lim pn Са) = 0 和 limey(z) = 0 (11) 
则 表达 式 (9) 肯 定 在 区 域 R 二 | е | <К, 内 有 可 能 的 洛 朗 级 数 形式 .下面 我 们 将 仿照 第 53 节 中 
证 明 泰 勒 定理 的 方法 去 确定 这 些 极 限 . 记 | z | =r+， 且 7 满足 7 过 r<rs; 又 设 M 为 | f(s) | 
ЕС AC, 的 最 大 值 ， 我 们 也 注意 到 ， 如 果 5 WC, 上 面 的 点 , 那么 | 5—5 | 之 r: 一 r; Ш, 
WR ЕС, LM. BAA | z 一 s | 之 7 一 r:， 则 我 们 可 以 记 
Гомбо? |<; Mr (三 ) 和 | on(z) |< = Mr, =y 


BERR (г/к, <1 和 (mV/r)<1， 那么 рм (х) Ж cv(z) 均 收敛 . 

最 后 ， 我 们 仅 利 用 第 46 节 的 性 质 2， 可 以 用 围 道 C 取代 积分 (10) 中 的 围 道 . 由 于 如 果 = 
作为 积分 变量 代替 *， 关 于 系数 a, MO, 的 表达 式 (10) 与 表达 式 (2) 和 (3) 相 同 ， 故 在 zo 二 0 时 ， 
洛 朗 定理 得 到 证 明 . 

为 了 把 证 明 推广 到 z。 为 无 限 平面 上 的 任意 点 时 的 一 般 情况 ， 我 们 设 f 为 满足 定理 条 件 的 
函数 .仿照 泰勒 定理 的 证 明 ， 我 们 记 g(z) 二 f(z 十 zo); 由 于 jz) 在 环形 区 域 R< | z 一 z | 
<Р, 解析 .， 则 函数 g 在 Ri 过 | (z 十 zo) 一 zo | 二 Rs ИИ. ПЖ f(z 十 zo) 在 以 原点 为 心 
的 环形 区 域 R < | = | <Р, 内 解析 ， 现 在， 上 述 定 理 中 简单 闭 围 道 C 有 参数 表示 == =) Cat 
b)， 其 中 对 于 任意 1€ {t | аз) 

К, <| z(t)— z |< R: (12) 


因而 ， 如 果 丁 表示 路 径 

х = 200) — з (а<1<6), (13) 
那么 下 不 仅 为 简单 闭 围 道 ， 而 且 根据 不 等 式 (12)， 它 包含 在 区 域 Ri 过 |z| <R: 内 ， 从 而 
g(z) 有 如 下 洛 朗 级 数 表示 


gz) = Dart У) б R <l z l< R), (м) 
п=0 п=1 
此 处 
_ 1 glzddz _ . i5 
a, = | ERE (= 051,25), (15) 
= g (2) dz (п = 1,25"). (16) 
2niJr = 


在 条 件 Ri 二 | z | 二 R; 的 情况 下 ， 如 果 我 们 在 等 式 (14) 以 flat en) BR g(z)， 然 后 以 x 一 zz 
代替 *， 那 么 可 以 得 到 表达 式 (4) ， 从 而 系数 a 的 表达 式 (15) 和 表达 式 (2) 相 同 。 由 于 


[£ gdz 一 =f [=>] <. dt = | f(z) dz 


Lz) [=0) = zo |" (z — z) 
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同 理 ， 表 达 式 (6) 的 系数 5, 和 表达 式 (3) 中 的 相同 . 
56 举例 


通常 洛 朗 级 数 中 的 系数 是 按照 其 他 方法 而 不 是 直接 应 用 它们 的 积分 表示 求 得 ， 在 下 面 的 例 
题 中 一 直 假 设 ， 当 环形 区 域 为 特定 区 域 时 ， 关 于 给 定 函 数 的 洛 朗 级 数 是 唯一 的 ， 我 们 将 在 第 
60 节 推 导 它 及 泰勒 级 数 的 唯一 性 证 明 . 

例 1 FR SABER IAP Me Кя 


е“ = =1+1 5 +2 т+-- (| z |< оо), 


п=0 п] 


” 则 我 们 有 如 下 洛 朗 级 数 表示 


“=> L = 1+5 + 55 tate (0 一 | |< оо). 


上 面 级 数 没有 关于 z KERM, ПЕЕ О. К 1/z 的 系数 为 1， 因而 根据 第 55 节 的 洛 
朗 定 理 ， 系 数 为 数 b, HH 


b = | едх, 


21) с 


ЕСЕНИН ЈЕ A ARB. ВЕ b 1, BA 
fede = 2ni. 


对 于 计算 沿 着 简单 闭 围 道 积分 的 方法 ， 将 直接 在 第 6 章 予 以 详细 讨论 . 
#2 函数 f(z) 二 1/(z 一 站 * 有 麦克 劳 林 级 数 展开 式 ， 其 中 zo 一 i， 即 


оо 


Р) = У) с, (2 0" (0 <| z= il<), 


n= 


其 中 c_s=1， 所 有 其 他 的 系数 为 零 ， 由 第 55 节 关 于 麦克 劳 林 级 数 中 系数 的 结论 (5)， 我 们 知道 
a = | he (n =0, £1, +£2,), 


2xijc (z— i 


其 中 C 为 任意 关于 点 ze 一 的 正 向 围 道 | z 一 i | =R. 因而 有 (对 照 第 40 节 练 习 10) 


| dz Osn =—2 

с lzi) 2xi,n =— 2 

例 3 函数 为 | 

一 1 -= 1 
(z 二 1)(z 一 2) z~] xz 2’ 
它 有 两 个 奇 点 <=1 和 zx 一 2， 并 且 在 区 域 | xz | <1, 1<|=| <242< | = | Зоо, 分 
BILL D, 和 О, RAIA С 76), SOA х ABRES. 我 们 可 以 利用 第 54 节 例题 结论 


( 见 下 式 ) 得 到 它们 的 表达 式 


(1) 


f(z) 一 


1 п 
To = у: (| zx 1< 1). 


图 76 


(2) 


在 D, 中 级 数 表示 为 麦克 劳 林 级 数 ， 为 了 得 到 它 ， 我 们 记 
-__! 1. 1 
fa 一 十 1— (272) 
又 注意 到 ， 由 于 在 D, 中 | = | <1 和 | z/2 | <1, М 
f(z) 一 一 У 5 a = San = Юа" ([ = [< 1). 


n=O 


1.21 
2 1— (2/2)' 


至 于 D: 中 的 表示 ， 我 们 记 为 
=1. 1 _ 
fœ = z аж + 


由 于 在 1< |x| <26, Ж | 1/= | <1 | z/2| <1, 则 得 到 
ғ) = У) +). а<!+|< 2). 
如 果 我 们 在 上 面 第 一 个 级 数 中 以 n 一 1 代替 求 和 指标 n， 然 后 又 交换 两 个 级 数 ， 那么 我 们 能 够 
(3) 


得 到 和 洛 朗 定理 中 同样 形式 的 展开 式 ( 第 55 节 ) ， 
Го) = У) at >) 1 (1 <| =1< 2). 
事实 上 ， 既 然 f(z) 在 环形 区 域 1< | z | <2 内 有 如 此 表示 ， 则 展开 式 (3) 为 f(z) 的 洛 朗 级 


数 
= 1 .1 
Е “1— (2/2) 


| f = ‘тар 
又 注意 到 当 2< | zx | «оов, | 1/z |] <1 | 2/= | <1, 那么 我 们 得 到 下 列 形式 
У 2" (2<| z |< оо), 


11 
РА 


f(z) 在 无 界 区 域 D, 的 表示 也 是 洛 朗 级 数 . 如 果 我 们 把 展开 式 (1) 映 射 为 如 下 形式 
1 


1 у 2" `l- 
f(z) = 2) a Li а" = > yn 
Вр 
oe 1 一 2 一 ! 
fa) = и 00| а |< оо), 
n=] 


(4) 
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练习 
1， 写 出 下 面 函 数 在 区 域 0< | z | <oo 内 的 洛 朗 级 数 


f(z) = zsin( 方 ). 


a iy 1 
答案 : 1 十 > ото!" =. 


2， 推 导出 下 列 洛 朗 级 数 表 示 


ED = (n+ 2)! ТЕН 
3. 41<|=| 二 ce 时 ， 写 出 下 面 函 数 关 于 z 的 负 短 项 的 合理 表示 
и. 1 
f(z) = TF ‘тра’ 
вж. У De 
4. 给 出 下 列 函 数 关于 zx 知 的 两 个 洛 朗 级 数 
1 
f(z) = 2201 — =)’ 
并 且 指 出 该 级 数 的 合理 区 域 . 
答案 : Меч O<|zl<D; - 55 («|а |< оо). 
5。 按 下 列 条 件 表示 函数 
f(z) = 221 


(a) 展 开 为 麦克 劳 林 级 数 ， 然 后 指出 其 合理 范围 ; 
(b) 展 开 为 区 域 (1 过 | = | Соо) ТАВА. 
SR: фа (zl<D; (1+2 De 


6， 证 明 ， 当 0 二 1 z 一 1 | <2 8 
(= — 1)" 1 
198 GDE = з) Se oR Oe—1)° 
7， 写 出 下 列 函 数 在 特定 区 域 关于 寡 的 两 个 洛 朗 级 数 
1 
f = AFA 


然后 指出 这 些 区 域 范围 
答案: Septet +b (01141: “Ss p 


= 1 Gort seit aap) © <! =+11< >. 


(1<| = |< оо). 
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8. (a) 假 设 a 为 一 个 实数 ， ART Sash, 推导 如 下 洛 朗 级 数 表 示 


- 55 а |<] |< оо). 


之 一 和 


(b) 在 (a) 中 记 推 导出 的 方程 式 里 的 > 一 e< ， 然 后 利用 结果 两 边 实 部 和 虚 部 分 别 相等 ， 推 导 
求 和 公式 | 


о, _ асоѕ0 — а? м. o asin 
22а cosm = г асов ta 23а sinnô асов Fa? 


其 中 一 1 二 a 二 1( 比 较 第 52 WAY 4). 
9. 假设 级 数 


оо 


У ж[п |=” 


п= —0оо 


ЕЖУ R < | x | <В, 收敛 于 解析 函数 Xie], M XLz] 称 为 ха] (9—0, +1, +2, +9 
的 = 上 映射， 下 面 应 用 第 55 节 表 达 式 (5) 证 明 : WRAHA К, < |z| <R 包含 单位 圆 | > | =1, 
那么 X[zj 的 ew Wich 


x[n] = 支 | X(esyemdg (п= 0, +1, +2,). 
Я. — 


10. (a) 设 z 为 任意 复数 ，C 表示 平面 上 的 单位 圆 
ли = е (-xi¢<n) 
么 应 用 第 55 节 表 达 式 (5) 围 道 证 明 : 


ехр[ = (ш-— 2) |= SY Леди (0<|ш|< оо), 


7 二 一 00 


其 中 J,e) 一 EF exp[— Оф — zsing)Jd$ (n= 0, +1, +2). 
(b) 依 据 第 37 PAD 4, WER: (a) 中 的 系数 可 以 记 为 9 
J,(z) = LP cosca 一 zsing)dg (n =0, +1, 2, *-.). 
0 


11，(a) 设 函数 F(z) 在 包含 单位 圆 z 一 e* (一 x 声 $ 志 x) 的 某 一 个 关于 原点 的 圆 环 区域 中 解 
фт. 以 单位 圆 为 第 55 节 表 达 式 (2) 和 (3) 的 积分 路 径 ， 证明: 对 于 圆 环 区 域 中 任意 点 z A 


1 (= ; lal р z\" её у" 
о ео ge DI" seo[() + (2) Jer 
(b) 记 ul = Rel (е) ], HEA: 从 (a) 中 展开 式 可 以 导出 
wb) = pe | “dg 十 FDS a Peosl n(9— D Jdt. 


名” 在 研究 离散 时 间 线 性 系统 中 需要 应 用 z- 映 射 。 例如， 参考 附录 A 中 Oppenheim, Schafer, and Buch Е. 


四 “系数 J(z) 称 为 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 ， 它 们 在 应 用 数学 特定 领域 占有 重要 地 位 ， 例 如， 参考 作者 的 书 Fourier Series 
and Boundary Value Problems, 6th ed., Chap. 8, 2001. 
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上 式 为 实 值 函数 uO) FE IR — On 上 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 的 一 种 形式 3. 


57 ” 吕 级 数 的 绝对 收敛 和 一 致 收敛 


本 节 和 以 下 三 节 主 要 是 介绍 帘 级 数 的 各 种 性 质 ， 为 了 尽快 阅读 第 61 节 ， 读 者 可 以 先 承认 
本 节 定 理 和 性 质 ， 跳 过 它们 的 证 明 . 
我 们 从 第 52 节 知 道 ， 如 果 复 数 的 绝对 值 组 成 的 级 数 收敛 ， 那么 这 些 复数 组 成 的 级 数 绝 对 
收敛 ,下面 的 定理 将 考虑 竹 级 数 的 绝对 收 伊 . 
定理 1 FAH 
Ха, (== в)" (1) 


在 z 二 zi (азана, ЖАБЕЯИЯ | z 一 2 | 二 Ri 内 的 任意 点 Аяра, ЖФ R= 
| = 2% | (图 77). 


首先 我 们 在 z =0 时 证 明定 理 ， 假 设 级 数 
а. (zl Æ 0) 


KK. Ва! 为 有 界 的 ， 即 存在 正常 数 M， 满 足 ( 参 考 第 52 节 ) 
| anzi | М (п=0,1,2,--*). 


如 果 | z| 二 | zi | ， 又 设 p RR | 2/2 | ， 那 么 我 们 可 以 知道 


| а," | 一 | anzi | 


三 | < Мр" (n= 051,250), 
1 


其 中 o<1， 现 在 ， 通 项 为 实数 Mo" (za 一 0，1，2，…) 的 级 数 为 几何 级 数 ， 当 po<1 时 ， 该 级 数 
收敛 ， 因 而 ， 根 据 实 级 数 的 比较 法 ， 则 级 数 


2 | anz” | 
ERAR | z | < | zi | КЖ; М z= 二 0 时， 定理 得 证 . 


加” 至 于 充分 条 件 ， 参 考 练习 10 所 引 著 作 31 节 和 32 节 . 
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4z 为 任意 非 零 数 时 ， 我 们 假设 级 数 (1) 在 == ВК. ЖЕ w=z— zs RH 
(1) 变 为 


Daw”, (2) 
n=0 


VRB ш — 时 收敛 ， 因 而 ， 既 然 zo 二 0 时 ， 定 理 显然 正确 ， 则 我 们 知道 级 数 (2) 在 开 
Ma | wl 二 | а 20 | (志和 加 ) 内 绝对 收敛 ， 最 后 ， 当 条 件 合理 时 ， 在 级 数 (2) 中 以 z 一 zo 代 
ws ИН, R= | zi 一 z。| ， 则 我 们 根据 上 述 方法 可 以 得 到 定理 的 证 明 . 

定理 告诉 我 们 以 о 为 心 的 某 一 个 圆周 内 所 有 点 的 集合 为 级 数 (1) 收 敛 区域， 保证 级 数 在 除 
zo АНИ. RHEL zo 为 心 ， 且 使 级 数 (1) 在 其 内 任意 点 都 收敛 的 最 大 圆 称 为 级 数 的 收效 
加 根据 此 定理 ， 级 数 不 可 能 在 收敛 圆 外 的 任意 点 zs 处 收敛， 因为， 如果 级 数 收敛 ， 它 将 在 
以 za 为 心 且 包含 zz 的 圆 内 每 -点 都 收敛， 所 以 第 一 个 圆 不 是 收敛 圆 ， 

我 们 先 来 定义 一 些 必要 的 术语 ， 这 些 术语 将 在 下 一 条 定理 中 涉及 .假设 级 数 (1) 有 收敛 加 
| z 一 z | =R, RE S(z) 和 Sw(z) 分 别 为 级 数 的 和 及 部 分 和 ， 如 下 


S(z) = Уа, (2— zo)", 8302) = Уа, (z— z)" (| ж 20 |< №). 


然后 记 余 项 函数 为 

| pn (z) = 5(=) — 93 (2) (| z—z |< К). (3) 
由 于 在 | = 一 z | <В В, RZB TEERDE z 收敛 ， 则 我 们 知道 ， 对 于 任意 点 x， 当 NN 
趋 于 co 时 ， 余 项 函数 pn BER. ВЕ 51 节 数 列 极限 的 定义 (2)， 相 应 地 意味 着 对 于 每 一 个 
正 数 ， 存 在 正 整 数 N. WE 

| ох(2) |< =. М> М. (4) 
当 N, 的 选择 仅 和 e 的 值 有 关 ， 而 和 收敛 圆 中 指定 区 域内 每 点 无 关 时 ， 则 在 指定 区 域 级 数 收敛 
是 一 致 的 . 
定理 2 如 果 zi ЮТИИ ЖКА | z 一 z | 二 R 内 一 点 ， 


У\а,(=— 20)", (5) 
п=0 
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仿照 定理 1 的 证 明 ， 首 先 我 们 处 理 zo 二 0 时 的 情况 . 在 级 数 


У\а,=", (6) 
n=0 


的 收敛 圆 内 给 定 一 点 =: ， 我 们 注意 到 存在 模 大 于 | =” | ИЖ, РАМЕ, 
级 数 


> | а„=1 | (7) 
We. Bom AN 表示 正 整数 ， 此 处 „>м. 我 们 可 以 分 别 记 级 数 (6) 和 (7) 的 余 项 函数 为 
pn(z) = lim Daye" (8) 
И = 
on = lim у) | а," |, (9) 


现在 我 们 根据 第 52 节 练 习 3 


т 
| ом) |= lim | Sanz" | ; 
m> n=N 


HH, М ||| а | 时 


аи | Dy 1а, el Та Па м = D et 
Am, М < [а | 时 
| ом (=) |S ом. (10) 
由 于 on 为 收敛 级 数 的 余 项 ， 它 们 随 N 趋向 于 co 时 而 趋向 于 0， 即 对 于 每 一 个 正 数 e， 存在 整数 
N.. WE 
on <=. М> М. (11) 
由 于 条 件 (10) 和 (11)， 那 么 条 件 (4) 对 于 圆 盘 | z | 和 | x | 所 有 点 成 立 ， 并且 Ne HEM z 的 
选择 无 关 ， 因 而 ， 级 数 (6) 在 该 圆 盘 内 一 致 收敛. 
当然 ， 把 证 明 推广 到 z 为 任意 点 的 情形 ， 可 以 在 级 数 (5) 中 代入 w= 二 z 一 zo 而 得 到 ， 因 为 
由 定理 假设 z 一 zo 为 级 数 


Daw 
KAR | w | =R 内 的 点 。 由 于 我 们 知道 上 述 级 数 在 圆 盘 | wl 委 | 二 一 z | 内 一 致 收敛 ， 则 
在 定理 中 叙述 的 结论 是 显然 的 . 


58 BRANES 
下 面 我 们 的 定理 是 关于 级 数 一 致 收敛 的 重要 结论 ， 这 是 前 一 节 讨论 的 结果 . 
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定理 FAH 


Хуа, (в zo)" (1) 
ЖТЕХЖЖИ | z—z | 一 尽 内 每 一 点 连续 的 函数 S(z). 
该 定理 可 以 另外 馆 述 为 ， 如 果 S(z) 表 示 级 数 (1) 在 其 收敛 贺 | z 一 z。| =RAWA, z 为 
圆 内 任意 一 点 . 那么 ， 对 于 每 一 个 正 数 *， 存 在 正 数 $， 满 足 
| SCz) 一 SCz) |< е, HP | = а |< 8 (2) 
其 中 常数 6 足够 小 ， 以 致 z 存在 于 SC(z) 的 定义 域 | z—z | 二 R 中 [参看 第 17 节 连 续 性 的 定义 
(4)]. 
为 了 证 明 此 定理 ， 我 们 假设 Sv(z) 表 示 级 数 前 N 项 和 ， 又 记 余 项 函数 为 


那么 ， 因 为 
Sle) = Sulz) t ponl) (| z— zo |< К) 
我 们 可 以 知道 
| S(z)— S(z1) |= | Sv(z) 一 Svw(z) 十 ov(z) 一 pvw(2) |, 
或 者 


| SCz) 一 SCz) |<| Sw(z) — Sv(zi) IHI ом (=) НН onl) |. (3) 
WR z AKER 大 于 | zi 一 zo。| .但 是 小 于 级 数 收敛 圆 半径 К 的 闭 圆 盘 | > 一 z。 | SR 内 任 
意 一 点 (看 图 79)， 由 第 57 节 定 理 2 中 的 一 致 收敛 性 ， 存 在 正 整 数 N WE 


ох) | 二 二 ,其 中 NN > М.. (4) 
3 


特别 地 ， 当 z 的 邻 域 | а, | <0 包含 在 圆 盘 | z 一 z | ЗВ 时 ， 对 于 | еа | 二 6 中 每 一 
点 ， 条 件 (4) 成 立 . 


现在 部 分 和 Sw(z) 为 一 个 多 项 式 . 因而 ， 对 于 每 一 个 N 值 ， EE а 处 均 连 续 . 特别 地 ， 
当 N=N. 十 1 时 ， 我 们 可 以 选择 $ 任意 小 ， 满 足 


| Sw(z) — Sn (21) |< у, | #— а |< 8. (5) 
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在 不 等 式 (3) 记 N= N. 十 1， 又 应 用 (4) 和 (5) 在 М=М. +1 时 成 立 的 事实 ， 我 们 可 以 得 出 
| SCz) 一 SCz ) < = += += ,其 中 | z 一 zi |< 0. 


这 就 是 表述 (2)， 则 性 质 马 上 得 证 . 
记 w= 二 1/(z 一 zo)， 为 了 应 用 下 列 级 数 


У) — zo (6) 


L (z= 20) | 
我 们 修改 前 一 节 的 两 个 定理 和 本 节 的 定理 例如， 如 果 级 数 (6) 在 点 zi (Fx) PRR, BA 
级 数 


yo 
在 满足 下 式 时 
1 


| =; — zo |" 


| w |< (7) 


а Ө Е УЕ А РАС. A, BERERA | а | > | а о | — 80, ЖЖ 
(6) 在 圆周 | = 一 = | =R 外 的 区 域 一 致 收敛 于 一 个 连续 函数 ， 其 中 Ri 一 | а о |. 另外， 
我 们 知道 如 果 在 圆 环 R < | z 一 z | 二 Rs 内 ， 洛 朗 级 数 表 示 
f(z) = >. (z — z)" ots 
是 成 立 的 ， 那 么 上 式 右边 的 两 个 级 数 在 任何 位 于 上 述 圆 环 内 的 闭 圆 环 一 致 收敛 ， 
59 震级 数 的 积分 和 微分 
FMC A AE ЖЕ 
$(=) = Sla, (z= zo) (1) 


表示 对 于 其 收敛 圆 内 每 一 点 连续 的 函数 ， 在 本 节 里 ， 我 们 将 证 明 SCz) 事 实 上 在 收敛 圆 内 解析 . 
我 们 的 证 明 需 要 下 面 定 理 ， 其 本 身 令 人 很 感 兴趣 . 
定理 1 设 C 表 示 轿 级 数 (1) 的 收 合 加 内 任意 转 道 ，g(z) 为 C hit OE BH. EER 
数 的 每 一 项 乘 以 g(z) 后 得 到 的 级 数 可 以 活着 C 逐 项 积分 ， 即 
| 8 Sdz = Da,| (= — ва. (2) 
为 证 明 该 定理 ， 我 们 注意 到 由 于 g(z) 和 震级 数 的 和 S(z) 均 为 C 上 连续 ， 积 分 


g(z)S(z) = Sag (=) (= — zo)" + glz)pn(z), 
n=0 


沿 着 C 的 积分 存在 ， 此 处 ov (z) 为 所 给 级 数 N 项 后 的 余 项 ， 有 限 和 中 的 项 也 在 С 上 连续 ， 故 
它们 沿 着 C 的 积分 也 存在 . 因此 ， 我 们 可 记 


N-1 


| «собора» = Ya, аб а аа) иаа + | gpude. (3). 
С 、 、 


п= 0 


现在 设 M 为 | g(z) | 在 C 上 的 最 大 值 , L 表示 C 的 长 度 ， ВАЖЕ КН 
(第 57 节 ) ,我 们 知道 对 于 每 一 个 正 数 es， 存在 正 整 数 N,， 对 于 C 上 所 有 点 <， 满足 
| pn (z) |<e HH N>N,. 
由 于 № Mz 无 关 ， 我 们 可 以 发 现 


| g(z)ov(z)dz|< MeL, HP М> М.; 
C 


Bp 
lim | g (pu) dz = 0. 507 
因而 ， 由 等 式 (3) 可 以 推出 
N—1 
[асос = lim Ха, g= wm) de 
C N= о C 


这 是 等 式 (2)， 则 定理 1 得 到 证 明 ， 
2—00)" 为 整 函 数 ， 则 对 于 此 区 域 中 的 每 闭 围 道 C 有 


Гес се аат =| ce- zy "dz = 0 (n= 0,1,2, :-) 
根据 等 式 (2) ， 那 么 对 于 每 条 这 样 的 围 道 知 道 
| sdz = 0 


又 根据 莫 勒 拉 定 理 (第 48 节 ); 函数 S(z) 在 区 域内 处 处 解析 ， 我 们 可 以 把 该 结果 作为 一 个 性 质 
FARG. 

Hit 和 需 级 数 (1) 的 和 S(z) 在 其 收敛 圆周 内 每 一 内 点 处 解析 . 

该 性 质 将 经 常 在 确定 函数 的 解析 性 和 估计 极限 时 应 用 到 ， 

例 1 ЕЯ. 根据 下 式 定义 的 函数 为 整 孙 数 

(sinz)/z,z 40 
f(z) = le =0 

由 于 对 每 一 个 z 值 ， 麦克 劳 林 级 数 展开 式 


2 antl 


sinz = 2 1) (nbd! 


表示 sinz， 则 级 数 

У " ый z 2 ... 

OW Ея” (4) 
时 收敛 于 £0), KATER >，jFCz) 可 以 被 收敛 震级 数 表示 .因而 了 是 一 个 整 函数 ， 既 然 /1208 
在 z==0 时 连续 ， 又 2550 BY, (sinz)/z= f(z), № 
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. sing 
lim 


2—0 


因为 上 述 极限 为 sinz 在 z。 处 导数 的 极限 ， 所 以 结果 很 显然 . 


= limf(z) = f(0) = 1. 


(5) 


在 第 54 节 开 头 ， 我 们 观察 到 对 于 以 z。 为 圆心 且 过 最 近 的 f 的 不 解析 点 =, 的 圆周 内 任意 
A, BR f 关于 x。 的 泰勒 级 数 收敛 于 f(z)， 根 据 上 面 性 质 ， 现 在 我 们 知道 关于 > 点 不 存在 更 
大 的 圆周 ， 使 得 对 于 该 圆周 中 任意 内 点 函数 f 的 泰勒 级 数 收敛 于 f(z)， 因 为 ,如 果 存 在 这 样 . 


МИН, 那么 f 在 zi 处 解析 . 但 是 ， 事实 上 f 在 zi 处 不 解析 . 
现在 我 们 给 出 定理 1 的 对 应 形式 . 


定理 2 知 级 数 (1) 可 以 逐 项 微分 ， 即 对 于 该 级 数 收 化 较 周 内 任意 内 点 之 


5' (=) = X m, (х 20)". 


п=1 


(6) 


为 证 明 此 点 ， 设 = 表示 级 数 (1) 收 敛 圆 内 的 任意 点 ，C 为 正 向 简单 闭 围 道 ， 且 包含 于 收敛 圆周 


中 . 另外 对 于 C 上 任意 点 定义 下 列 函 数 


1 


800 = Fo Goa 


既然 ЕЖЕ С 上 连续 ， 定 理 告 诉 我 们 
[с5а = У. «6 -— в)» 
现在 SG) 在 C 内 和 C 上 解析 ， 则 根据 第 48 节 导 数 的 积分 表示 ， 我 们 记 


| #628626 = 5 , Sods, с 
从 而 | 
Гас ао) = | А s= а), ds 
| = За)" (n= 041,20). 
故 等 式 (8) 推 出 


SQ) = Sia, 400—0)", 
该 式 和 等 式 (6) 一 致 ， 则 完成 证 明 . 
例 2 在 第 54 节 例 题 中 ， 我 们 看 到 
Ар _ 
== 2‹ 1)" (= — 1)" (| zx 一 11< 1). 
在 上 式 的 每 一 边 求 导 推 得 | 
-4 = УМ рте-ь" Ч+-И<Ь, 


z 1 


RF 


(7) 


(8) 


= Ус ь"а+ра-р" Ча-И. 
n=0 


60 91357 АНЕ tE 
泰勒 级 数 和 洛 朗 级 数 表示 的 唯一 性 分 别 在 第 54 节 和 第 56 节 已 涉及 ， 可 以 由 第 59 节 的 定 
理 1 得到， 我 们 首先 考虑 泰勒 级 数 表示 的 唯一 性 . 
定理 1 如 果 
Уа ба)" | (1) 


对 于 园 | z 一 zo。 | ЕЕ 内 的 所 有 点 收 化 于 让 (z)， 那 么 它 是 了 关于 = 一 zo 的 泰勒 级 数 展开 式 . 
为 证 明 此 定理 ， 我 们 记 该 级 数 表 示 为 


f(z) = аа (| z— zo |< R) (2) 
在 定理 假设 中 应 用 求 和 指数 m 有 
f(z) = Diane 20)" (| 2—2, |<R). 
那么 应 用 第 59 节 定 理 1， 我 们 可 以 记 
[асса = Dian во ва, (3) 
其 中 g(z) 为 函数 列 
g(z) =} g Cn = 0515250) (4) 


的 任意 一 个 ，C 是 以 z。 为 圆心 、 半 径 小 于 R 的 圆周 . 
根据 第 48 节 柯 西 积分 公式 的 广义 形式 (5) (也 可 以 看 第 59 节 性 质 )， 我 们 可 以 发 现 


= — _f(wdz _ = Ё Ceo) | 5 
Ие" |. да ДӘ о (5) 
又 由 于 (看 第 40 WA 10) 

— 4 _ 0, man (6) 

| ec 70)"dz a. (z— хо)" 1, m=n 
BRA 
Dan ива 29)" de = а,. (7) 
由 于 等 式 (5) 和 (7)， 等 式 (3) 立 即 推 出 
户 (zo) = ans 
n! 


这 证 明 事实 上 级 数 (2) 是 f KF zo 的 泰勒 级 数 . 
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RSE 


如 果 级 数 在 z。 的 邻 域内 收敛 于 0， 那么 系数 a, 必定 为 0， 该 结论 如 何 从 定理 1 中 推出 呢 ? 


下 面 我 们 的 定理 是 考虑 洛 朗 级 数 表示 的 唯一 性 . 
定理 2 如 果 级 数 


Da (z= zo)" = De (2 — z)" + у 


па оо су 一 zo) 


对 于 zo 的 回环 区 域内 所 有 点 收 化 于 f(z)， 那 么 它 是 了 在 该 区 域 关于 x 一 


(8) 


zo 的 洛 朗 级 数 展 开 式 . 


证 明 的 方法 和 在 定理 1 的 证 明 中 应 用 的 相似 ， 本 定理 的 假设 告诉 我 们 ， 存 在 z。 的 圆 环 区 


域 ， 对 于 其 中 任意 z， WE 


f(z) = У\ с, (а хо)" 


设 g(z) 和 等 式 (4) 的 定义 一 样 ， 但 是 现在 要 求 n 也 可 以 为 负 整 数 ， 另 外 ， 设 C 为 包含 贺 环 ， 以 
= 为 心 ， 正 向 的 任意 加 周 ， 那 和 应 用 求 和 指标 wm， 对 包含 负 等 和 正 雷 的 级 数 使 用 第 59 ФЕ 1 


(练习 10), ， 可 记 


] в (2) f(z)dz = У) с. в (х2) (= — zo)"dz, 


或 者 
f(z)dz 


2пі)с (z— zo 
由 于 等 式 (6) 在 mAn 均 为 负 整 数 时 也 是 合理 的 ， 则 等 式 (9) 推 出 
I f(z)dz 
oni 


: == с,» 
с (z— ж)" " 


也 就 是 第 55 节 三 在 圆 环 的 治 朗 级 数 的 系数 表达 式 (5)， 
练习 

L RS RI RAR RS 
= de (jzl<b, 


12; = 


得 到 展开 式 


1 ` А 
Gop < Уря (| z|< Ds 


_ 2 
(1 一 =) 


2. FERS 1 成 立 的 下 列 展开 式 中 以 1/(1 一 2 代替 = 


1 ~ А 
а= = dint De (zIl<b, 


推导 下 列 洛 朗 级 数 表 示 


=> cnf 8 2) (= — 20)" de, 


= Sint DaD] (|<. 
n=0 


(9) 
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1 5 ah _ 
2 2) Gop <lz-1l<). 


(对 比 第 59 节 练 习 2). | 
3. 找 出 下 列 函 数 在 点 zo 二 2 的 泰勒 级 数 


1 1 
Ра =‘ 
那么 根据 级 数 逐 项 求 导 ， ЧЕН: 
4=4 15 1 ит (5 y (| z—2 |< 2. 


4. 利用 级 数 证 明 如 下 定义 的 函数 


<“ 一] 9 0 
мә = | )/ zsz Æ | 


- 1,z=0 
Fy PK. 
5. WEAR: 如 果 
cosz п 
f(z) = zt — (9/2) we 
那么 FERKA. 


6. Жж Е, НОИ ЧИНЕ МА w= 1 到 w 二 z 对 下 列 泰勒 级 数 展开 式 ( 看 第 54 
节 练 习 ORD 


1 Do ауп 
= = =} 1)"(ш = 1)" d 


ш—11< 10 
得 到 如 下 表示 
Logz = yore Te- (| z 一 11< 1)， Е 713 
7， 利 用 练习 6 的 结果 . 证 明 ， 如果 . 
| | т 
f(z) = 45 1 
1,2 = 1 


那么 f 在 区 域 0 二 | х | <co， 一 r<Argz<r 内 处 处 解析 . 
8. WA. 如果 f 在 点 zo 处 解析 ，jF(zo) 一 广 (zo) 一 … 


一 fm (2 )=0, ЖАРЕ ХВ 
Ж =, 


fr Ga) z=z 
(m+D!’ ° 


g(z) = 


160 


在 点 zo 处 解析 ， 
9. BERA SOERA | 2—2, | ЕАН ЕК 


f(z) = Уа (е а)" 
利用 第 59 节 关 于 级 数 逐 项 求 导 的 定理 2 和 数学 归纳 法 ,证 明 , 24 | z—z | <R 时 ， 


= У) Е абаа) (n = 0,1,2,--:). 
有 0 Н 


ЖЕ, $ ==, WA: 系数 a,(n=0, 1, 2, “OA f HF x 点 泰勒 级 数 的 系数 . 


第 60 节 定 理 1 给 出 了 一 个 有 效 证 明 : 
10， 考 虑 在 以 zo 为 心 的 圆 环 内 收敛 的 两 个 级 数 


оо 


8,00) = Уа а)", S% = У) с. 
设 C 为 包含 在 该 圆 环 的 任意 围 道 ，g(z) 为 C 上 连续 的 函数 . CA 
| воз. de = Yan] eG z)"dz, 
修改 第 59 节 定 理 1 的 证 明 ， 从 而 证 明 


. [ес ах = So, в (=) dz. 
n=1 


C (z— z)" 


从 上 述 结果 可 以 得 出 下 列 结 论 ， 如 果 


500) = Уеа)" = Ја аа)" + У) 
а] 0 


n= 一 00 n=0 


那么 
| воза = dal coe Zo)" dz. 
11. WH: 函数 | 
АС) = = L (ФАО 
把 下 列 函数 解析 延 拓 


file) = Weve" (zl<1) 
n=0 


到 = 平面 除 z= Е: 外 的 区 域 . 
12. WEAR: BA 7, (2) = 1/27 (240) ТАЕ CB 26 节 ) 下 列 函 数 


ло) = У) (十 1)(z 十 1D)” (ztl1l<1) 
到 z 平 面 除 z=0 外 的 区 域 . 


因此 为 


级 数 161 


61 FARAR EMRA 
假设 下 面 每 个 级 数 


Sa, (z — в)" ЖУТЬ, (2 х0)" (1) 
n=0 n=0 


在 圆周 | 2—2, | SR 内 收 仿 ， 那 么 它们 的 和 (OM g (zx) 分别 是 圆 盘 | z 一 z。| 二 R 内 的 解析 


函数 (第 59 节 )， 其 和 的 乘积 有 一 个 合理 的 泰勒 级 数 展开 式 


fez) = > cr(z 一 加 )” Azz |< Р). (2) 
n=0 


根据 第 60 节 定 理 1， 级 数 (1) 本 身 是 泰勒 级 数 ， 因 而 级 数 (2) 的 前 三 个 系数 为 如 下 等 式 
co = fle.) я() 一 aopo， 


11 = ab, tah, 


с, = Гов Со +2f Ca) Саа) + Р as) ls) = asb: На + azb. 


通过 参考 莱 布 尼 兹 准则 (练习 6) ， 很 容易 得 到 系数 с, 的 通 项 表达 式 


С 0) 0) 1% = У) (и ово, (3) 


为 两 个 可 微 函 数 乘积 的 ”次 导数 ， 此 处 


п _ nl = ... 
(+) = нев (k 0,1,2, sn), 
通常 Ро (0) = 70001 =1, BR | 


У) ГӘ (x) А gi” (20) 
Z k! (n—k)! 


Cn = 


3 


所 以 展开 式 (2) 可 以 记 为 (4) 
f(z)g(z) =aobo + (aobi 十 aipo)(z 一 zo ) 


+ (ay bz + a,b, + az by) Cz — z) А + (4) 


+ (Јав) сеа (| z— zo |< R). 


k=0 


级 数 (4) 内 两 个 级 数 逐 项 相 乘 后 ， RMR = 一 zo 的 结果 项 得 到 的 级 数 ， 为 两 个 级 数 的 柯 
西 积 . 

Wl 函数 ce /(1 十 z) 有 奇异 点 x 一 一 1， 所 以 麦克 劳 林 级 数 表示 在 开 圆 盘 | > | <1 内 是 合 
理 的 . 通过 下 式 
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č 1 _ 1241,34... _ 2... 
216 гр; = “тс (++ ) (1—24 2° — z? te) 


然后 逐 项 乘 以 两 个 级 数 ， 则 前 三 个 非 零 项 很 容易 发 现 ， 为 了 精确 ， 我 们 可 以 以 1 乘 以 第 一 个 级 
数 中 的 每 一 项 ， 接 着 以 一 = 乘 以 该 级 数 的 每 一 项 ， 等 等 ， 下面 的 级 数 瞳 示 ，z 赛 项 相似 则 其 系 


数 可 以 相 加 ， 
ат. 
наити 
gtetig¢givy. 
2 6 
— 2-2 — 0 det 
结果 为 
аи get (| =|< р. (5) 


继续 设 f(z) 和 g(z) 表 示 级 数 (1) 的 和 ， 假 设 在 | 2—20 | <R ВЕ (2) 540, НР УС) Е et 
圆 盘 | z 一 z。| <R 内 解析 ， 它 有 泰勒 级 数 表示 


fD — Sa (аа) 一 R), (6) 
RO 234.6 z)" (|z—z [< В 


其 中 系数 а, 可 以 通过 对 f(z)/g(z) BERS, ВИНЕ з=: MEM. 结果 是 第 二 步 在 
级 数 (1) 的 首 项 运算 而 得 到 ， 由 于 实际 上 ， 运算 一 直 仅 需要 开始 少数 项 ， 则 此 方法 不 很 
困难 . 
例 2 如 同 第 34 节 所 指 的 ， РАЎ sinhz 的 零点 为 数 z= 二 nxi(n 二 0， +1, +2, ...), 所 以 
й a 
1 _ 1- 
zisinhz z (z+ z /3!+z/51 +) 
可 以 记 为 
= (ура). 
zisinhz 2\14 22/31 + = /5 И tee 
在 有 和 孔 圆 盘 0< | z | <x 内 有 一 个 麦克 劳 林 级 数 表示 .等 式 (7) 右 边 的 圆 括号 内 因子 的 
分 母 为 在 2340 时 收敛 于 sinhz/z 而 在 2—0 时 收敛 于 1 的 者 级 数 ， 因 而 ， 该 级 数 在 圆 盘 
.| z| <x 内 任何 地 方 均 不 为 零 ， 又 以 1 除 以 上 述 级 数 ， 可 以 找到 单项 的 震级 数 表示 ， 
例如 : 


(7) 


1 „2 la 
-Je at + 
lez l a 

31° (31 


即 
| 
и: | + [ар је +, 
或 者 | 
оу таф (д 
TFI tl ta + Ч #1 < т) 
因而 


1-11 7... 
Zoinhz 2 62 36071 OSI I<. 


虽然 我 们 仅 给 出 该 洛 朗 级 数 的 前 三 个 非 零 项 ， 但 是 其 任意 项 可 以 继续 运算 除法 找到 . 


练习 
1， 利 用 级 数 的 乘法 证 明 | 
ED = 2+1=2 50+ 0 <| + |<). 
2， 记 cscz 二 1/sinz， 然 后 应 用 除法 证 骨 .， 
cscz Гете ale te O<l2l<m. 


3. 应 用 除法 求 出 下 列 洛 朗 级 数 表示 


1 _1 1 ть, Q< 
二 人 二 < 


4. 应 用 下 列 第 61 节 例 题 2 中 的 展开 式 
= ett "+". © < а |<) 


和 练习 1 中 的 方法 证 明 : 


163 


(8) 


(9) 
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| dz — хі 


多 
c z?sinhz 3 


C 为 正 向 单位 圆周 | z | =1. 
5.， 按 下 面 级 数 直接 除法 运算 的 步骤 求证 第 61 PAD 2 的 表达 式 (8) 
(a) 记 


1 
TEP Ee = % bet dia! + dix + diz! +o, 


Е KBE aR FARRAH RE MAE 
1 = 9+ 2/31 + 28/51 +) (do Ба tex’ + ая? а +). 
展开 这 个 乘积 可 以 证 明 


1 2 
(di —1)+ diz + (а tz) 
+ (4: + Ad, je И 
| + (dit а а) = 0, 
其 中 | z | <x. 
(b) 令 (a) 中 后 面 级 数 的 系数 等 于 0， 找 出 dos dis dz, d; Ж а, 的 值 . 由 这 些 值 ， (a) 中 的 
第 一 个 等 式 为 第 61 WER). 
6， 应 用 数学 归纳 法 证 实 第 61 节 公 式 (3) 两 个 微分 函数 和 的 ” 阶 导数 ， 
7. 设 f(z) 为 以 下 列 级 数 形式 表示 的 整 函 数 
fle) = «На: аз? He (х |< оо). 
(a) 对 复合 函数 g(z) = f[f(z)] 连 续 求 导 ， 找 到 开始 三 个 非 零 项 ， 然 后 证 明 
АРС] = z+ а, + 2a? Had H (| х |< 99). | 
(b) 将 Ca) 中 结果 记 为 
ИГ] = f(z) + а [Е аз [= +e, 
在 右边 用 f(z) 的 级 数 表 示 取 代 f(z)， 然 后 累加 х М. 
(c) 对 函数 f(z) = sinz 运用 (a) 中 的 结果 证 明 
sin(sinz) = z— La 十 … (| zx |< œ). 
/8， 欧 拉 数 为 下 列 麦 克 劳 林 级 数 表示 中 的 数 E, (n=0, +1, E2, =, 
1 ҹу Ё, „ хү 
coshz — 2 пі“ (| =1< 2 ) 
指出 为 什么 在 指定 圆周 中 该 表示 合理 ， 又 
Ezma =0 (п = 0,1,2,°%). 
接着 证 明 : 
Е, = 1, E; =—1,E, = 5,Е, =— 61, 


第 6 章 留 数 和 极点 


由 第 44 节 的 柯 西 - 古 萨 定理 可 知 ， 如 果 一 个 函数 在 一 个 简单 闭 围 道 C 及 其 内 部 解析 ， 那么 
这 个 函数 沿 围 道 C 的 积分 为 零 . 这 一 章 我 们 将 要 看 到 ， 如 果 函 数 在 围 道 C 的 内 部 有 限 个 点 上 


不 解析 ， 那 么 这 些 点 对 积分 值 是 有 影响 的 .我 们 在 这 一 章 给 出 了 留 数 定理 ， 我 们 在 第 7 ЗИ 
述 它 在 应 用 数学 中 的 用 法 ， 
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回忆 (第 23 节 ) 如 果 函 数 f 在 z。 不 解析 ， 而 在 zo 的 任意 邻 域内 的 某 些 点 解析 ， 则 称 z。 为 
FAVA. WOR ГЕ zo 的 去 心 邻 域内 解析 ，zo 叫做 fRA A. l 

例 1 函数 | 

之 十 1 
z (2 +1) 

有 三 个 孤立 奇 点 2=0, х= ti. 

例 2 原点 是 对 数 函 数 的 主 值 支 

Logz = Inr + © (г>0, -л<0<ю 

的 奇 点 ， 但 不 是 孤立 奇 点 ， 因 为 它 的 每 个 去 心 s 邻 域 都 包含 负 实 轴 ( 参 看 图 80)， 而 这 一 分 支 在 
负 实 轴 无 定义 . 


例 3 函数 


sin(x/z) 
ЖА 2=0, х=1/и(и=-1, +2, =), 它们 都 在 从 一 1 到 .1 的 实 轴 上 . 除了 z=0 之 外 的 奇 
点 都 是 孤立 的 ， 奇 点 xz 一 0 不 是 孤立 奇 点 ， 因 为 原点 的 每 个 去 心 邻 域 都 包含 函数 的 其 他 奇 点 . 
准确 地 说 ， 给 定 正 数 。， 任 意 正 整数 т, m>1/e, 0<1/т<е 意味 着 z=1/m 在 去 心 s 邻 域 0 一 
| z| <e( 图 81). 
ш. 是 函数 f 的 孤立 奇 点 的 时 候 ， 存 在 正 数 R 使 /在 0< | = | СК, ЖЖ. 因此 ， 
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图 81 
f(z) 可 以 展开 为 洛 朗 级 数 
一 5 — п b, ё eee 
fD = Yaa о +o + yt 
к (0 <| 2—2 |< К), (1) 
之 一 Zo) 


这 里 系数 a, Mb, 有 积分 表示 (第 55 节 )， 特 别 地 ， 
b, Lf tes, (п = 1,250) 


T Frije @— By 
в}, b, 可 以 表示 为 
| еда = 2xibi. (2) 


ВАА 1/(z—-z HRMS 是 一 个 复数 ， 叫 做 f 在 孤立 奇 点 о 的 留 数 。 当 明确 指出 函数 
УЖ ғ, 后 ， 我 们 可 以 用 


Resf(z),， 


或 B 来 表示 留 数 6b). 
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等 式 (2) 提 供 了 一 个 求 某 些 沿 简单 闭 围 道 的 积分 的 有 效 方法 . 
例 4 计算 积分 


| — 4 (3) 


cz(z—2)*’ | 
这 里 C 是 沿 正 向 的 图 周 | > 一 2 | =1( 83). 由 于 被 积 函 数 在 除了 z= 二 0 和 z 一 2 外 的 平面 上 解 
析 ， 所 以 它 在 去 心 圆 盘 0< | =—2 | <2 内 能 展开 为 洛 朗 级 数 . 因此 ， 根 据 等 式 (2) ， 积 分 (3) 
的 值 是 2л: HULA RE > 一 2 的 留 数 ， 为 了 确定 这 个 留 数 ， 我 们 回忆 一 下 第 54 节 的 麦克 劳 
林 级 数 7 


l = Уа = 


由 上 我 们 可 以 得 到 
t? =}? .1 
z(z—2)4 (z—2) 2 十 (z 一 2) 
-1 .。 1 НИ 
2(z— 2)* _/_z—2 
1-(- 气 ) 


-DS (O<| 2-2|<2). 
这 个 洛 朗 级 数 也 可 以 写成 (1) 的 形式 ，1/(z 一 2) 的 系数 就 是 要 求 的 留 数 ， 即 为 一 1/16， 因 此 


= 2: (- 


dz 1 ті 
< 4 =)=- х, 4 
ees 4) 


AAS 证 明 
[exp (=z) de =0, (5) 


这 里 C 是 单位 圆周 | =|=1. AF 1/2? ЕТ ЕЖУ, Re Be St н. М 
立 奇 点 z 二 0 在 C 的 内 部 ， 由 麦克 劳 林 级 数 ( 第 54 节 ) 


2 ай... 
е =lt+ytatat (| z |< оо), 


”我 们 能 得 到 洛 朗 展 式 
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(2) = 1+ 2 


因此 ， 被 积 函 数 在 它 的 孤立 奇 点 * 一 0 处 的 留 数 为 零 (b, 一 0) ，(5) 式 就 被 证 明了 . 
63 ” 柯 西 留 数 定理 


如 果 函 数 了 在 简单 闭 围 道 C 的 内 部 除了 有 限 个 奇 点 外 解析 ， 这 些 奇 点 一 定 是 孤立 的 (第 62 
节 ). 下 面 的 柯 西 留 数 定理 是 一 个 精确 描述 ， 即 如 果 C 是 正 向 的 ，f 在 C 上 也 解析 ， 则 f 沿 C 
的 积分 值 是 2xi 乘 以 了 在 C 的 内 部 的 奇 点 的 留 数 的 和 . 

定理 令 C 是 一 个 简单 闭 国道 的 正 向 ， 如 果 厂 在 C 的 内 部 除了 有 限 个 奇 点 = (ЕТ, 
2，…，7) 外 解析 ， 在 C 上 也 解析 ， 则 


[саг = 2ni У) Resf (2). (1) 
É k=1 = 


为 了 证 明 这 个 定理 , 令 C 是 C 的 内 部 以 zx 一 1，2，…，7) 为 圆心 的 正 向 圆周 ，Cx 充分 
小 使 得 任意 两 个 没有 公共 点 (图 84). 
У 


1 1 1 1 
ът * tt O<| z |< œ). 


圆周 C, 连同 简单 闭 围 道 C 组 成 一 个 闭 区 域 的 边界 ， 它 的 内 部 是 复 连 通 的 ，f 在 这 个 闭 区 
REH. 因此， 对 这 些 区 域 应 用 柯 西 - 古 萨 定 理 (第 46 节 ， 定 理 2)， 


| еда dy) foe = 0. 
又 由 于 | | 
[Fedde = 2ri Resf@) (k= Танит, 
所 以 等 式 (1) 成 立 ， 定理 得 证 . 
A ”我们 应 用 上 面 的 定理 求 积 分 


5z 一 2 
|. 202198 


这 里 C RAM et AY |z| =2. 被 积 函 数 有 两 个 孤立 奇 点 < 一 0 和 zx 一 1， 它 们 都 在 C 
的 内 部 .我 们 可 以 通过 麦克 劳 林 级 数 a 
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ЕЕ ete del< D. 


R ==0 MRR В, 和 zx 一 2 的 留 数 B:， 首 先 当 0< | х | <КИ 85) 时 ， 


5z 一 2 _ 5z 一 2 . 一 1 


一 = (5 一 二) 一 1 一 > 一 zz — e); 


z(z—1) z 1 一 > о 
右边 两 项 乘 起 来 得 到 1/z 的 系数 ， 因 此 В, =2. ВМ 0< | x 一 1 | <1 时 ， 
5z 一 2 _、5(z 一 蕊 十 3 ， 1 
z(z— 1) z— 1 1+(z— 1) 


3 
=(5+—{)O-G@-D+G-D-] 


因此 B, 一 3. 所 以 
I. -二 和 全 dz = 2ni(B, +B,) = 10ni. í 
在 上 面 的 例子 中 ， 把 被 积 函 数 写成 两 个 分 数 的 和 会 使 求解 变 得 简单 . 即 
52-2 2, 3 


z(z—1) _ ттт 
由 于 当 0< | = | <1 时 2/z 已 经 是 洛 朗 级 数 ， 当 0< | х—1| 二 1 时 3/(z 一 了 也 是 洛 朗 级 数 ， 因 此 


f 2522-4 = 2xi(2) + 25163) = 104, 


с z(z— 


64 单个 留 数 的 应 用 226 
? 
如 果 柯 西 留 数 定理 (第 63 节 ) 中 的 函数 /在 C 的 内 部 解析 ， 有 时 候 找 出 一 个 与 了 相关 的 其 1227 


他 函数 的 一 个 留 数 来 计算 f 沿 C 的 积分 是 很 方便 的 ， 我 们 把 这 个 方法 作为 一 个 定理 ” . 


侣 ”这 个 结果 源 自 于 留 数 在 无 穷 远 点 的 留 数 注 记 ， 本 书 中 我 们 将 不 会 叙述 .关于 留 数 在 无 穷 远 点 的 理论 的 更 多 细节 ， 
请 参考 R. Р. Boas, Invitationto Complex Analysis, рр. 76-77, 1987. 
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定理 ”如果 CC 是 一 个 正 向 的 简单 闭 围 道 ，f 在 整个 复 平 面 上 除了 C 的 内 部 的 有 限 个 点 外 解 
析 ， 则 


| A de = 2ni Res| (|. | (1) 


图 86 


WEC 代表 正 向 的 圆周 | zx | =R 这 里 ROR, 我们 从 洛 朗 定理 (第 55 节 ) 得 到 


fl) = У) са" (Ri <|z|<%), (2) 
这 里 
co =f 22% n=0,+1,+2,.°). (3) 


"2 Q 之 
如 果 令 表达 式 (3) 中 的 n= 一 1， 我 们 发 现 
| |А f(z)dz = те. . (4) 


由 于 式 (2) 成 立 的 条 件 不 是 0 二 | = | < Rs ， 系 数 c_, 不 是 了 在 点 z 一 0 的 留 数 ，z 一 0 甚至 可 能 不 
是 f 的 奇 点 ,但 是 如 果 在 (2) 中 用 1/z RR, RRR 


L(t) а-я бенд) 


п= —оо 


因此 | 
a ве [2/(+) |. | (5) 
根据 等 式 (4) 和 (5)， 
ІА f(z)dz = 2 Res| +/(=) |. 
最 后 ， 由 于 了 在 C 和 С 围 成 的 闭 区 域内 解析 ， 根 据 路 径 变形 原则 (第 46 节 推 论 2) 结 论 (1) 
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RX. 
例 在 第 63 节 中 ,我 们 通过 找 出 f(z) 在 z=0 和 z=1 点 的 留 数 来 计算 
_ 5zx 一 2 
f(z) = z(z—1) 


沿 圆周 | = | 二 2 的 逆 时 针 方向 的 积分 ， 由 于 
1 1 5—2z _ 5-2 1 
zt (=) == 


=A z z "1—z 


=(2-2)a4+2424+-) 


=2434+32+™ oO<lzl<l, 
我 们 看 到 这 里 可 以 用 上 面 的 定理 ， 这 里 留 数 为 5， 精确 地 说 ， 


5z 一 2 о: _ . 
| Zi = 2п1(5) = 1072, 


这 里 C 是 题目 中 的 圆周 ， 这 个 结果 显然 跟 第 63 节 中 的 结果 相同 . 
练习 
1. 找 出 下 列 函 数 在 z=0 点 的 留 数 


1 1 z—sinz cotz sinhz 
(т; Cb)zcos (二 ); (OS™, SF (Os: 


BBs. (a)l; (b)—1/2; (50; (0) —1/45; (e) 7/6. 
2. 利用 柯 西 留 数 定理 (第 63 节 ) 计 算 下 列 函 数 沿 圆周 | = | =3 正 向 的 积分 


WERT, LRE Ozexp( E); (apt 


z (z—1)? } Zi — 2 
ЖЕ: (а) — 271; (b) — 2xi/e; Co) xi/33 (d)2x1. 
3. 利用 第 64 节 的 定理 计算 下 列 函 数 在 沿 圆周 | z | =2 的 正 向 的 积分 


= 1 1 
(ads (b) (c)—. 


BR. (a) 一 2xi; (b)0; (c)2xi. 
4. 令 C 表示 圆周 | x | =1 的 逆 时 针 方向 ， 用 下 面 的 步骤 证 明 
1 < 1 
| exp(z +) de = 2ni >) мать! 


я=0 


(a) 利 用 e 的 麦克 劳 林 级 数 和 第 59 节 定 理 1， 逐 项 地 求 积分 ， 得 
=] І 1 
5 二 | > exp(— dz. 


n=0 


Cb) 利用 第 63 节 的 定理 求 (a) 中 出 现 的 积分 以 得 出 结论 ， 
5. 设 多 项 式 


Р(2) = а + а, = + а =? + ах" (a, #0) 
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ӘС) = b + х + biz + + t bnz” (6, 5 0) 
的 次 数 满足 m 宇 n 十 2， 利 用 第 64 节 的 定理 证 明 若 Q(z) 的 零点 都 在 简单 闭 围 道 C 的 内 部 ， 则 


| P(x) 


00:99 = 0 


(与 练习 3(b) 做 一 下 比较 .) 
65 Мужа ЕК 


我 们 在 第 62 节 看 到 留 数 定理 是 建立 在 f 有 孤立 奇 点 хо МЕНЕ М, (DEED BMI<K 
| 2—2, | <Р, 能 被 表示 成 洛 朗 级 数 


= 5 ой им 
f(z) а, (а a toot oot t+ Ga (1) 
其 中 包含 z—z НАДЯ Л 
by 
р Та os +” 


叫做 f 在 z。 的 主要 部 分 ， 我 们 现在 利用 主要 部 分 来 定义 孤立 奇 点 zo 的 三 种 类 型 . 这 种 分 类 将 
有 利于 我 们 以 后 几 节 的 学 习 . 
如 果 了 在 有 的 主要 部 分 至 少 有 一 项 不 为 零 ， 且 不 为 零 的 项 有 有 限 项 ， 则 存在 正 整 数 mr 使 得 


bn 0 和 bmi = быв == *** = 0. 
即 ， 展 式 (1) 具 有 形式 
一 B у... 
f(z) = Уа, аа)" +o + eat 
p ЮЗ а-а |< Вр, (2) 
(2 — zo) 


XE 6,50. 在 这 种 情况 下 ， 和 孤立 奇 点 zo Шт жо. m=1 级 极点 经 常 称 为 简单 极点 . 
Я1 函数 
22—25 3 2022) 03.03 -2+(z 一 2) 十 -3 (0 | 2 |< оо) 


х — 2 аж — 2 2 — 2 2—2 
E = 有 一 个 简单 极点 (m 二 1)， 它 在 з =2 的 留 数 为 b= 二 3. 
例 2 函数 
sinhz _ 1 1 1.1 7... 
= = a(t +h ith ite ) +t в БИ Г 
= |< оо) 


在 9—1 m=3 RH, BAA b =1/6. 
还 有 两 种 情况 ， 一 种 是 主要 部 分 的 所 有 系数 都 为 零 ， 另 一 种 是 有 无 限 项 系数 不 为 零 
当 所 有 的 b, 都 为 零 时 ， 有 


О 第 64 节 的 脚注 中 所 提 到 的 К. Р. Boas 的 书 中 解释 了 术语 极点 的 意义 ， 


Or fod 173 


fœ = Ja, lz- z)" = а tay (я — 2%) + аз (я — х) 十 … 


(0 <|z—z |< R), (3) 
点 wo 称 为 可 去 奇 点 .注意 可 去 奇 点 的 留 数 为 零 . 如 果 我 们 已 经 定义 或 者 重新 定义 f 在 z 的 值 使 
Гб) =, ЗЕ | 一 mm | ЗЕ, 内 成 立 ， 由 于 一 个 级 数 在 它 的 收敛 域内 代表 一 不 
解析 函数 (第 59 节 )， 因 此 ， 定 义 了 fE MMW, fE x 解析 ， 所 以 奇 点 zo 是 可 去 的 . 
例 3 点 zo 一 0 是 函数 


_1—cosz _ 1 у... 
fæ SP = [1 (1-р в) 


页 一 看 十 页 一 001 I< оо). 


的 可 去 奇 点 ， 当 定义 F(0)=1/2 后 ， 广 即 为 整 函数 . | 
当主 要 部 分 的 系数 b, 有 无 穷 多 项 不 为 零 的 时 候 ，z 叫做 f 的 本 性 奇 点 ， 一 个 关于 函数 在 本 
性 奇 点 附近 的 性 质 的 重要 结论 是 Picard 给 出 的 ， 即 如 果 a 为 f(z) 的 本 性 奇 点 ， 则 对 于 每 一 个 AA 
со, RAAT AE ASA, Sh, Еа 的 任意 邻 域内 必 有 无 穷 多 个 点 z, 使 f(z) 二 AS. 
例 4 函数 


e(z) У еар 0016190) 


有 一 个 本 性 奇 点 о =0, KBBRS=1. (EW Picard 定理 的 一 个 例证 ， 我 们 来 说 明 ехр(1/=) 
在 原点 的 每 个 邻 域内 有 无 穷 多 个 点 取 值 为 一 1， 我们 首先 回忆 一 下 第 28 节 的 例子 ， 当 == (2п 
+HDxil(na=0, +1, +2, Bf, expQ/z)=—1. BP% 


1 i — i 


-BDA ноя OE HA) 


z 


时 ，exp(l1/z) 一 一 1， 在 原点 的 任意 给 定 的 邻 域内 显然 有 无 穷 多 个 这 样 的 点 . 由 于 对 任意 e, = 


exp(1/z)40. ЛЕ Picard 定理 中 那个 除去 的 值 . , 
在 这 一 章 接 下 来 的 几 节 中 ， 我 们 将 要 进一步 学 习 上 述 定义 的 三 种 孤立 奇 点 ， 我 们 将 着 重用 
行 之 有 效 的 办 法 来 判断 奇 点 的 类 型 并 且 求 出 相应 的 留 数 . 


练习 


1. 写 出 下 列 函 数 在 各 自 的 孤立 奇 点 的 主要 部 分 ， 并 且 判断 奇 点 是 极点 、 可 去 奇 点 ， 还 是 
本 性 奇 点 : : 


в | 

(a)zexp(+); ma; oT, we, Oost 

2. 证 明 下 列 函 数 的 奇 点 都 是 极点 ， 确 定 极点 的 级 数 m 并 求 出 相应 的 留 数 В. 
1 一 coshz | 1 一 exp(2z) | exp(2z) 

cay sh (py RP, (ye 


© “关于 Picard 定理 的 证 明 ， 请 参考 附录 A 中 引用 的 Morkushevich 89 88 Ш 51 节 . 
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答案 ; (а)т=1, B=—1/2; (b)m=3, B=— 4/3; (с)т=2, B=2e’. 

3. 假设 f TER zo 解析 ， 令 02) = РС) (а зо). TE 

(a) MR f(z 40, We 是 g 的 简单 极点 ， 留 数 为 f(zo); 

(DMR f(z.) =0, Ma 是 g 的 可 去 奇 点 ， 

提示 : 正如 第 53 节 所 述 ， 由 于 f(z) 在 z 解析 ， 所 以 可 以 展开 为 泰勒 级 数 ， 把 这 个 级 数 的 
前 几 项 写 出 来 就 能 得 到 结论 . 


х 


4, 把 函数 
Ваз з? 
fœ = (а? Һа? )* (a> 0) 
写成 
2 #6) вае. 
fœ = ay AP #0 = (z+ai)®’ 
说 明 为 什么 $(z) 在 z=ai 可 以 展开 为 秦 勒 级 数 ， 然 后 利用 它 证 明 f Е 2 аі 的 主要 部 分 为 
$ai)/2 1 $ (ai) РСС i2 a/2 а. 
х — ai (z—ai)’ (z—ai) м (z—ai)®’ (z-ai)*” 


66 极点 的 留 数 


若 函 数 上 有 一 个 孤立 奇 点 ze， 鉴 别 х0 是 极点 并 且 找 留 数 的 最 基本 的 方法 是 写 出 洛 朗 级 数 ， 
看 1/(z 一 zo) 的 系数 . 下面 的 定理 提供 了 描述 极点 和 找 出 留 数 的 另 一 种 方法 . 
定理 ”孤立 奇 点 zo 是 了 的 m 级 极点 当 且 仅 当 


fz) = 00 D 


(z— z)” 


这 里 $(z) 解 析 且 Oe) AO. 而 且 


Resf(z) = 一 %zo)， 如 果 取 一 1， (2) 
~ BD Cz) 3 
Res f(z) = Dr te Ж т >> 2. (3) 


注意 由 于 wo (ао) 050), 01 =1, Ш тет 时 ， 表 达 式 (3) 就 退化 为 (2)， 
证 明 设 f(z) 具 有 形式 (1) 且 gz) 在 z 解析 ， 因 此 在 zo 的 某 个 邻 域 | xz 一 zo | <e 内 $(z) 
能 展开 为 泰勒 级 数 


$Cz) =$) + Hoa z) + 2а n) He 


$""? Cx J . КЕ 2 $P Cx ) _ a 
toop 5) рг (z— zo) 


由 表达 式 (1) 知 当 0< | z 一 z | <e 时 
$) 上 Ф 2/11, PD |... 


а" (а ао)" 
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(4) 
由 上 及 # (20) 40 Я х ж ГС) т BRA. 1/ (2-0) ЕТ, РС) Е = 的 留 数 正如 
定理 所 述 . 


另 一 方面 ， 假 设 我 们 知道 2 Ж f 的 m 级 极点 或 者 f(z) 在 去 心 圆 盘 0 二 | z 一 z。| К, 内 
具有 洛 朗 展 式 


z— Zo 


(пт) — 
4 BP Саа) / Cm DL SEED Ce ayes 


fa) = Ја аа И + +. 


一 #0 (z= z)’ 
bmi Bn 
+ Guz)" T Gna)" (6, = 0) 
(z— х0)" (2) , < F zo 
6, yz = zo 


在 整个 圆 盘 | z 一 z | <К 内 显然 可 以 表示 为 寡 级 数 


$(=) = 


gz) = В, F bma Cz zo) Hee FB Cz — 26)" +O (а zo) + Уа а 20)" 


Oz) FEAR | 2—2, | <К, 内 解析 ， 特别 是 在 х, 解析 ， 由 于 $Cz0) = bn #0, 表达 式 (1) 就 被 证 
иг. 定理 证 毕 . 


67 ”举例 


下 面 的 几 个 例子 是 为 了 例证 前 一 节 的 定理 . 
例 1 函数 f(z)= 二 (zxz 十 1)/ (zx 十 9) 有 一 个 孤立 奇 点 z 二 3i 且 可 以 写成 


kaa z+1 
f(z) = ;其 中 $(=) = 213; 


由 于 $) 2=3: 解析， 且 #030) = (3—1) /65=0, 2=3: 是 了 的 简单 极点 ， 这 一 点 的 留 数 为 Bi 
一 (3 一 站 /6. 点 z 二 一 3i 也 是 f 的 简单 极点 ， 留 数 为 В, = (3--:)/6. 
例 2 如 果 f(z)==( 有 十 2z)/(z 一 2)? 则 


f(z) = SO HH фса ) = 234 2z, 
Фс) а, 600) = 1550. sit а лсана, жави» 


Е Ф (0) — а. 
В — a = 31. 
2 AR ЕИ: TH Be Bl) A PHY) FP 3. 
例 3 假设 
_ Повх)? 
fe) = зт’ 
对 数 函 数 取 2 


logz = Inr-+i9  (r > 0,0 <0 < 2а) 
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这 一 分 支 ， 为 了 找 出 了 在 一; 的 留 数 ， 我 们 令 

усо) = $2. step вс) = Пов", 
ЩЖ Oz) FE х=: fT; 又 由 于 


a (logi)’s _ Unl+in/2)? __ r? 
#09 2: 21 =~ 167 0, 


所 求 留 数 为 B= = — п? /16. 

虽然 第 66 节 的 定理 非常 有 用 ， 但 是 直接 运用 洛 朗 级 数 判别 一 个 孤立 奇 点 为 几 级 极点 是 最 
有 效 的 方法 . 

例 4 例如 函数 


fle y= sinhz 


在 奇 点 zx 一 0 就 需要 展开 ， 因 为 如 果 令 
f(z) = ф02) /2*, KP $l) = sinhz, 
运用 第 66 节 的 公式 (3) 得 mm 一 4， 但 是 用 公式 (3 必须 有 Ke) #0. 在 这 种 情况 下 ， 最 简单 的 找 
出 留 数 的 办 法 是 像 第 65 节 的 例 2 一 样 把 f(x) 的 洛 朗 展 式 的 前 几 项 写 出 来 ， 由 此 即 得 一 0 是 
三 级 极点 ， 留 数 为 В=1/6. 
有 些 情 况 下 ， 可 以 有 效 地 把 级 数 方法 和 第 66 节 的 定理 结合 起 来 . 
Я5 由 于 整 函数 zx(e* 一 1) 的 零点 为 
z = 2nni (п= 0, 1, 2, --*), 
显然 z= 二 0 是 函数 
— 1 
. fœ = z(e*—1)° 
的 孤立 奇 点 .由 麦克 劳 林 级 数 
е =1+ ++" (= |< ә), 
我 们 得 
ео (н) (п) del<. 


因此 


_ $(z) ya НА 
f(z) =’ 其 中 $(=) 1+ 2/21 622/31 + ---° 


由 于 $(z) 在 z=0 解析 且 #00) =140, KR z=0 是 二 级 极点 ; 由 第 66 节 公式 (3)， 留 数 B= 
$8(0)， 因 为 在 原点 的 某 个 领域 内 


Ф (2) = 一 (1/2145 22/314.) 


(1+ 5/21 + 22/31 ++)? 
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因此 B=—1/2. 
还 可 以 通过 让 z(e* 一 1) 的 级 数 表示 除 1， 或 者 用 第 61 节 1/(e* 一 1) 的 洛 朗 级 数 乘 以 1/z 的 
方法 来 求 留 数 . 


练习 

1. 证 明 下 列 每 个 函数 的 奇 点 都 是 极点 .确定 极点 的 级 数 mmx， 并 求 出 留 数 B: 

z +2 3 expz 
(92, b (3-77) ; (PE, 
BE: (а)т=1, B=3; (b)m=3, B=—3/16; (m=1, B=+i/2n. 
2. 证 明 

1/4 А 
Res aS (|2 |220, O<arge<2x); 
_Logz _ д 21. 
Cb)ResTz 17 g 3 
1-i 

Со) Кез туз Ay: =Z (| z| >0, 0 атаа 20). | 
3. 求 积 分 l 


f 32° +2 
с (2 — 1) (2? FH” 


沿 圆周 (a) | z 一 2 | =2; (b) | | =4 的 逆 时 针 方 向 的 值 . | 
BE. (ari; Cb) 6xi. 
4. REY 


| dz 
czs(z 十 4)” 


沿 圆 周 (a) | z | =2; (b) | z 十 2 | =3 的 道 时 针 方 向 的 值 . 
答案 : (a)xi/32; (b)0. 


5. 求 积 分 
| coshrz z 
cz( +1) 238 
的 值 ， 这 里 C 是 圆周 | z | =2 的 正 向 . 
答案 : Art. 
6. 利用 第 64 节 的 只 含 一 个 留 数 的 定理 ， 计 算 f(z) 沿 圆周 | | 3 的 正 向 的 积分 ， 其 中 
(3z 二 2)? 2201—32) 
Са) f= ге, О пач: 
(с) f(z) = Er 5. 


答案 ， (a)9xi; (Б)—3ЗлЕ; Cc) 2x7. 
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68 解析 函数 的 零点 

函数 的 零点 和 极点 有 密切 的 关系 . 实际 上 上 ， 我 们 在 下 一 节 将 看 到 零点 是 极点 的 根源 Ж 
而 ， 我 们 首先 需要 一 些 有 关 解 析 函 数 的 零点 的 结论 . 

假设 函数 f 在 z。 解析. 我们 从 第 48 节 知 道 了 在 z。 点 的 各 阶 导 数 SO (2) (Ca 一 1I1，2，…) 存 
fe. Ш f(z =0 НЕЕ Ж т (BF (2.40, (EF т 的 各 阶 导 数 在 z。 点 的 值 都 为 零 ， 
则 ze 称 为 了 的 mm 阶 零点， 我 们 这 儿 的 第 一 个 定理 给 出 了 т 级 零点 的 一 个 性 质 . i 

定理 1 BK f Ezr МИА о ути Л ЛЕЗА g 在 zo 解析 且 g(r) 
F0, № 

fle) = (ж — хо)" (=). (1) 

定理 的 充分 性 和 必要 性 的 证 明 都 用 到 第 53 节 的 事实 : 如 果 一 个 函数 在 z 解析 ， 则 它 在 x 
的 某 个 邻 域 | z 一 z。| <e 内 能 展开 为 泰勒 级 数 . 

假设 表达 式 (1) 成 立 ， 由 于 g(z) 在 zo 解析， 因此 在 zo 的 某 个 邻 域 | z 一 zo。| <e 内 能 展开 
为 泰勒 级 数 


gC) = gleo) +E an) ав! +... 
所 以 当 | z 一 z。| <e 时 ， 表 达 式 (1) 即 为 
f(z) = рб) Cz — zo)” + 8 0820 а)" + се zo)” fas 


由 于 这 是 f(z) 的 泰勒 级 数 展开 式 ， 根 据 第 60 节 定理 1， 得 
fle) = f (eo) = fC) = = fi" (zo) = 0 (2) 
fP (20) = mi g(x) 5 0. (3) 
因此 zo 是 f Ё) т 级 零点 . 
RAR, Bi f 具有 m RBA со, x 解析 ， 由 (2)， РЕ, 的 某 个 邻 域 | xz 一 zo。 | <e 
内 能 展开 为 泰勒 级 数 


(m) 
fla) = У) Fe ayy = аа 


п=т 


pany, Czo) _ fr" 2 (2) Е z | 
mi Dr D! (2 Zo) + Gaal (z zo) +: . 


即 ，F(z) 具 有 形式 (1) ， 这 里 
g(a) = LOG) 4 FG, DEP aen) Даса l<e). 


m! (m+1)! (m+ 2)! 
最 后 一 个 级 数 在 | = 一 z | <e 的 收敛 性 保证 了 sg 在 此 解析 ， 特别 是 在 =, 解析， 而 且 ， 
glz) = fe = 0. 


EREE. 
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Я z= 二 0 是 整 函数 o) = (е 1) m= 级 零点 ， 这 是 因为 
=) =0 和 Po) = 250. 
这 里 边 表达 式 (1) 中 的 g 是 通过 如 下 方式 定义 的 
(е —1)/z,z 5 0 
1,2 = 0 
CE z=0 解析 ， 实 际 上 还 是 整 函数 (参考 60 PAA 4). 
EP KH EBS VR FT BANE ERS. 
定理 2 给 定 一 个 函数 f 和 一 点 xz。， 假 设 
OF Ezo ММ; 
Gi) f(z.) =0 48 f(z) 在 zo HEERRA KBE TO, 
则 在 zo 的 某 个 去 心 邻 域 0 二 | z 一 zo | <e A, fle) 560. | 
ЧЕН 设 f 如 上 所 述 ， 则 了 在 z。 的 所 有 导数 不 可 能 全 为 零 ， 如 果 不 然 ，f 在 z。 的 泰勒 级 
数 的 系数 就 会 全 为 零 ， 这 意味 着 f(x) 在 zo 的 某 个 邻 域内 恒 为 零 . 从 本 节 开 头 的 m 级 零点 的 定 
ХА =. Е т 级 零点 ， 根 据 定理 1， 有 
f(z) = (z— z0)"g(z) (4) 


g(z) = 


这 里 g(z) 在 z 解析 且 g(zo ) 天 0. 

由 于 g 在 z。 解析 ， 所 以 连续 ， 又 由 于 g(zo) 天 0， 因 此 存在 zo 的 某 个 邻 域 | z 一 zo。| <e 使 
得 在 这 个 邻 域内 等 式 (4) 成 立 且 g(z) 天 0( 参 看 第 17 节 )， 即 有 在 去 心 邻 域 0 二 | = ю | <e 内 
f(z) 冯 090， 证 明 就 完成 了 . 

最 后 一 个 定理 是 关于 具有 非 孤立 零点 的 函数 的 ， 它 在 前 面 的 第 26 节 就 曾经 提 到 过 ， 读 者 
可 以 和 上 面 的 定理 2 做 一 下 比较 . 

定理 3 给 定 一 个 函数 f 和 一 点 zo BI 

Df EGS zo 的 某 个 邻 域 N。 内 解析 ， 

Gi) f(z.) =0 且 在 包含 zo 的 每 个 区 域 或 线段 上 有 f(z) =0( 87), 
Я f(z) 在 N 内 恒 等 于 0， 即 在 No A f(z) =0. 

y 


图 87 


证 明 在 上 述 条 件 下 ， 在 z 的 某 个 邻 域 N 内 f(z) 硅 9. 否则 ， 根据 上 面 的 定理 2， 在 z 
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的 某 个 去 心 邻 域内 702550; 这 与 在 包含 zo 的 每 个 区 域 或 线段 上 有 jz) 一 0 矛盾， 由 于 在 М 


内 f(z) 夺 0， 所 以 f(z) 在 z 的 泰勒 级 数 的 系数 
a, = S” Gd en = 0,1,2,°%*) 
п! 


全 为 零 . ATEN 内 的 泰勒 级 数 代 表 了 ГС), MAE № 内 f=. RMT ER 
证 明 . 


69 零点 和 极点 


下 面 的 定理 说 明了 怎样 由 т 级 零点 得 到 mm RRA. 

定理 1 假设 

() BD BH poq 在 点 МИ; 

Gi) plz) 40, zo 是 q 的 m 级 零点 . 

R] zo 是 p(z)/g(z) 的 m BAR. 

证 明 设 p 和 g 如 定理 中 所 述 ， 由 于 z。 是 z 的 mm 级 零点 ， 我们 从 第 68 节 定 理 2 知道 在 zo 
的 某 个 去 心 邻 域内 qe) 40; 因此 zo 是 商 pC(z)/q(z) 的 孤立 奇 点 ， 由 第 68 节 的 定理 1 

qlz) = (z — zo)"g(z), 

这 里 g 在 z。 解析 且 g(z,) 天 0; 由 上 式 得 


plz) _ Pg) (1) 
q(z) (х= 20)" " 


由 于 20) /4 Е zo 解析 且 p(x) 7а Со) AC, ME 66 节 的 定理 知 zo 是 р (27/402) № т R 


例 1 两 个 函数 
pie =1 和 9qCz) 一 ze 一 ]) 
都 是 整 函数 ; 我 们 从 第 68 节 的 例题 中 知道 2 =0 是 g 的 m=2 级 零点 ， 从 定理 1 知 这 一 点 是 商 


pled _ 1 
92) z(e — 1) 


的 二 级 极点 ， 这 就 从 另 一 方面 论证 了 第 67 节 例 5. 
定理 1 告诉 了 我 们 鉴别 简单 极点 和 找 出 相应 留 数 的 另 一 种 方法 ， 这 种 方法 有 时 候 要 比 第 
66 节 的 方法 简单 . 
定理 2 设 两 个 函数 户 和 9 Ez МИ. wR 
plo) #0, ged) =0 和 94 (2) 0, 
Я] zo 是 商 pC(z)/g(z) 的 简单 极点 且 


р(х) _ рб) 
BSS ge) ~ a" Co)" 2 


证 明 BE pM 如 上 所 述 ， 由 所 给 条 件 知 % 是 函数 9 的 1 级 零点 ， 根 据 第 68 节 定 理 1， 有 
qlz) = (= — &) g(x) (3) 
这 里 ЕЕ =, МИН g(zo) 天 0 本 节 的 定理 1 告诉 我 们 z 是 pC(z)/qCz) 的 简单 极点 ， 它 的 证 明 


181 


Bf 5 fo EA 
中 的 等 式 (1) 变 为 
р(х) _ plz)/g(z) 


gz) 之 一 z 


ple) (A) 


р(х) _ 


p(z)/g(z) 在 з, 解析 且 p(zo)/g(zo) 尖 0; 由 第 66 节 定 理 知 
ma giz) gz)” 


对 等 式 (3) 的 区 力求 导 ， 并 令 zx= ze 得 g(zo) 二 q (zs), BARA MA). 
例 2 考虑 函数 
COS 之 


(=) = cotz = 一 
了 sinz’ 


这 是 两 个 整 函 数 p(z) =cosz Mgl) = sinz 的 商 ， 这 个 商 的 奇 点 是 g 的 零点 ， 即 为 点 


z=nn (п = 0, 1, 2, ..) 
由 于 
pinn) = (—1)" 40, qar) = 0, д (пк) = (—1" £0, 243 
了 的 每 个 奇 点 z= 二 nx 都 是 简单 极点 ， 具 有 留 数 
_ рот) С 
"а (пт) (—1)" 


_ tanhz _ sinhz 


例 3 函数 
fœ = =? z’ coshz 


在 coshz 的 零点 z= 二 xi/2 的 留 数 可 以 通过 如 下 方法 很 容易 地 求 出 来 . S 
和 qlz) = z’coshz. 


p(z) = sinhz 


由 于 


i rf mt t 2 А i 
АТАТ 
我 们 发 现 z= 二 xi/2 是 f 的 简单 极点 ， 并 且 在 这 点 的 留 数 为 
В = LiD 一 A 
а (xi/2) x 


例 4 我 们 可 以 通过 如 下 方法 找到 函数 
4 
ШИЕ 


在 孤立 奇 点 
© 一 Ге! = 1 +: 


MBH. © р(х) =, (х) = +4. AF 
peo) = 2 5 0, 920) = 0, а (хо) = 4z 5 0, 
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FETA z。， 在 这 点 的 留 数 为 
B, = plzo) Zo 1 


i 
q (zo) 42 423 8° 


虽然 此 题 也 可 以 通过 第 66 节 的 方法 来 求 ， 但 是 计算 可 能 会 有 点 麻烦 . 


1 
F 
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对 于 高 阶 极点 也 有 类 似 于 公式 (2) 的 公式 ， 但 就 是 比较 麻烦 ， 一 般 情况 下 是 不 用 的 . 


练习 


1. 通过 如 下 方法 证 明 2—0 是 函数 
1 


f(z) = csez = 一 一 
sinz 


的 简单 极点 : 
(a) 第 69 节 的 定理 2; 
(b) 第 61 WAY 2 的 cscz 的 洛 朗 展 式 . 
2. 证 明 


一 一 2cosrt. 


(DRe sp s+ Re ERCO 
sin 


256% sinhz 
3. 证 明 
(a)Res(zsecz) 一 (一 1)” z, 这 里 2, = tan (n=0, £1, £2, =); 


(b)Res(tanhz) 一 1， 这 里 z,=(Ftnn)i (и=0, +1, +2, +. 
4. 2 C 是 圆周 | > | =2 的 正 向 ,计算 下 列 积分 的 值 : 
а) | tanedes | 5 


с Sinh2z ° 


ЖЖ: (a) 一 4xi; (b)—ni. 
5. 设 Cw 是 由 下 列 直线 所 围 的 正方 形 边界 


2==(м+5)* A yat(N+z)m 
这 里 N 为 正 整 数 . 证 明 


| = 2) GY"), 


Cy 2 Sinz n=l 


然后 由 N->co 时 这 个 积分 的 值 为 零 ( 第 41 节 练 习 7)， 证 明 
2s D 


一 工 
3° 


6. 证 明 
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dz or 
с (2 — 143 — 2/2’ 
这 里 СЕНЯ х=-2, у=0, у=1 PrE KYE КЛ A BS E 91. 


提示 : 注意 到 多 项 式 g(z)=( 寻 一 1)2 十 3 的 四 个 零点 是 1 士 V3i 的 平方 根 ， 倒 数 1/g(z) 在 С 
上 及 其 所 围 的 区 域内 除了 


一 V3 十 i 和 去 = 一 VS3TE 


之 0 2 Zo 2 
外 解析 ， 然 后 运用 第 69 节 定 理 2. 
7. 考虑 函数 
1 
f(z) = пот’ 
Ж q Ezo 解析 且 4020) =0, q (20) 30. 证 明 zo 是 函数 f т=2 级 极点 ， 且 了 在 这 点 的 留 
数 为 | 
Czo) 
В =— recone 
提示 : 注意 到 o 是 函数 9 的 办 一 1 级 零点 ， 因 此 
q(z) = (= — zg (z), 
这 里 g(z) 在 zo 解析 且 2020) 3750. © 


Фә) 
f) = Gz) , $(=) — 


1 
Lg Cz) 
然后 由 
9 (2) = gle.) 和 lz) = 2g (20) 
得 到 所 求 的 В, 一 (zo) 的 形式 . 
8. 利用 第 7 题 的 结论 找 出 下 列 函 数 在 ==0 点 的 值 . 


(a) f(z) =csctz; (b) f(x) = 


ЖЖ: (220; (b)—2. 

9. & ржа 表示 在 zo MMA BM, KH р(2)520, д0.) =0. 证 明 如 果 zo ÆR p) 
gq(z) 的 m 级 极点 ， 则 zo eq 的 m 级 零点 (与 第 69 节 定 理 1 作 一 下 比较 ). 

提示 ; 由 第 66 节 的 定理 我 们 可 以 令 


plz) 内 2) 
9(=) zz” 


这 里 $(z) 在 zo 解析 且 #020) 550. ЖШ gq(z). 

10. 第 10 节 中 提 到 如 果 在 z。 的 任意 去 心 邻 域内 都 有 集合 S 中 的 点 ， 则 zo 称 为 S 的 聚 点 . 
Bolzano-Weierstrass 定理 可 以 用 如 下 形式 描述 ， 有 界 闭 域 尺 中 的 无 穷 点 列 在 民 中 至 少 有 一 个 
聚 点 9. 运用 这 个 定理 和 第 68 节 的 定理 2， 证 明 如 果 R 是 由 简单 闭 围 道 C 及 其 内 部 组 成 ， 除 了 


1 
letze) 


© 例如， 参考 A. Е. Taylor and W. R. Mann, Advanced Calculus, 3d ed., рр. 517 Ж 521, 1983. 
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在 C 内 可 能 的 极点 外 ， 函 数 f 在 R .上 解析 ， 如 果 了 在 边界 上 不 为 零 , EC 内 的 零 点 都 是 有 限 
阶 的 ， 则 这 些 零点 一 定 是 有 限 个 . 

11. 令 R 表 示 有 简单 闭 围 道 C 及 其 内 部 组 成 的 区 域 ， 利 用 Bolzano-Weierstrass 定理 (练习 
10) 和 极点 都 是 孤立 奇 点 ， 证 明 如 果 除 了 C 内 的 极点 外 ， 函 数 f 在 R 上 解析 ， 则 这 些 极点 一 定 
为 有 限 个 . 


70 解析 函数 了 在 孤立 奇 点 附近 的 性 质 


正如 第 65 PRR, BM f 在 孤立 奇 点 = 的 性 质 由 zo 是 极点 、 可 去 奇 点 还 是 本 性 奇 点 决 
定 。 在 这 一 节 ， 我们 将 对 这 个 问题 进行 更 深 的 研究 ， 由 于 本 书 中 其 他 地 方 都 没有 用 到 本 节 的 结 
论 ， 读 者 如 果 想 对 留 数 定理 的 运用 有 一 个 更 快 的 了 解 ， 可 以 略 过 本 节 . 

定理 1 如 果 zo 是 函数 三 的 极点 ， 则 


lim f(z) = оо, (1) 
证 明 设 m 是 了 的 mm 级 极点 ， 由 第 66 节 的 定理 得 
f(z) = 2 


(z— z)” 
这 里 $(z) 在 z 解析 且 e). AF 


(yn lim (æ — zo)” 0 
lim =A = lim zor = =0, 


= f(z) era $Q) Tig) = $) 


因此 根据 第 16 节 极 限 的 性 质 知 (1) 成 立 ， 

下 面 的 定理 将 着 重 说 明 函 数 f 在 可 去 奇 点 附近 的 性 质 与 在 极点 附近 有 很 大 区 别 .. 

定理 2 如 果 z。 是 函数 了 的 可 去 奇 点 ， 则 了 在 zo 的 某 去 心 领 域 0< | z 一 zo。 | < 内 解析 
AH. 

HRA EMEX f(zo) 后 ，f 在 圆 盘 | 2—2, | <Е 内 解析 ; Ше< В, |, ГЕИ 
| z 一 z | <: 上 连续 ， 因 此 ， 根 据 第 17%, 在 这 个 闭 圆 盘 上 有 和 界 ; 即 了 在 去 心 邻 域 0 一 
| z—z | <e 内 不 但 解析 而 且 有 界 . 

本 节 的 最 后 一 个 定理 是 关于 函数 在 本 性 奇 点 附近 的 性 质 的 ， 它 的 证 明 要 用 到 下 面 的 与 定理 
2 相近 的 称 为 歼 受 定理 的 引 理 ， 

引 理 ” 设 函数 f 在 zo 的 某 去 心 邻 域 0< | zz | Се 内 解析 且 有 界 . 如 果 f Æ zo 不 解析 ， 
则 z 是 厂 的 可 去 奇 点 . 

证 明 设 f 在 z。 KRM, We 一 定 是 了 的 孤立 奇 点 ; 因此 f(z) 在 zo 的 某 去 心 邻 域 0 一 
| z 一 z。| <e 内 能 展 成 洛 朗 级 数 


оо со b, 
f(z) = 274,62 — 20)" + >) с (2) 
如 果 C 表示 圆周 | = 一 z | =p 的 正 向 ， 这 里 p<e( 图 88)， 我 们 从 第 55 节 知 道 展 式 (2) 中 的 系 
Kb, 可 以 写成 


b, = Е 9481 (п = 1,2,:). (3) 


2л1 z— z) 


图 88 


由 函数 f 的 有 界 性 知 ， 存 在 M， 使 当 0< | хх | «ев, | f(z) | <M 因此 由 表 
达 式 (3) 


А 1 M І 
| 5, IS ра" pene = Мр (n = 1,2,.…). 


由 于 系数 b, 是 常数 ，p 可 以 任意 小 ， 所 以 ,在 洛 朗 级 数 (2) 中 的 6,=0(n=1, 2, =), WIE zo 
是 f 的 可 去 奇 点 ， 这 就 完成 了 引 理 的 证 明 . | 

我 们 从 第 65 节 知 道 函数 在 本 性 奇 点 附近 的 性 质 是 很 不 规则 的 ， 下 面 的 定理 跟前 几 节 的 
Picard 定理 很 相似 ， 它 经 常 被 称 为 Casorati-Weierstrass 定理 . 即 在 本 性 奇 点 的 任意 去 心 邻 域 
内 ， 项 数值 可 以 任意 接近 任何 给 定 的 值 ， 

定理 3 假设 zo。 是 函数 SAREE, w 是 任意 复数 . 则 对 任意 正 数 e，zo 的 任意 去 心 
邻 域 0< | z 一 zo。 | 过 6 A, WAE zH 89), 4 

| f(z) — wo |< є (4) 


证 明 ”使 用 反 证 法 .由 于 zo 是 f 的 孤立 奇 点 ， 因 此 了 在 某 个 去 心 邻 域 0< | z 一 z | <0 
解析 ; 我 们 假设 (4) 对 0< | ао | < 的 任意 = 不 成 立 ， 即 当 0< | х0 | <8 8, | f(z) 
“Wo | 之 e， 因此 函数 
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249 в) = FH i (0<|z—2% [< 8) (5) 
在 它 的 定义 域内 有 界 并 且 解 析 ， 由 上 面 的 引 理 知 ze 是 & 的 可 去 奇 点 ; 适当 定义 elo g 在 
Zo 解析 . 
如 果 26%) 0, 当 o< | 27-80 | < 时， 函数 f(z) 可 以 写成 
lw 
f(z) = z(z) + wo (6) 


如 果 我 们 令 . 
УС) = а. 
则 fez 解析 ， 即 zo 是 了 的 可 去 奇 点 ， 而 不 是 本 性 奇 点 ， 因 此 我 们 得 到 矛盾 . 
如 果 g(zo) 一 0， 由 于 gE z 的 邻 域 | z 一 z。| <0 不 恒 等 于 零 ， 因 此 z。 是 g 的 m RE 
S, BEZEG), z 是 f 的 m 级 极点 (参看 第 69 节 定 理 1)， 这 又 是 一 个 矛 拓 ;因此 定理 3 成 
立 . 


第 7 章 ” 留 数 的 应 用 


在 上 一 章 中 ， 我 们 学习 了 留 数理 论 ， 本 章 介绍 某 些 理论 的 重要 应 用 ， 这 些 应 用 包括 在 实 分 
析 和 应 用 数学 中 用 到 的 几 种 固定 类 型 的 定 积分 和 广义 积分 的 计算 ， 值 得 注意 的 是 一 种 建立 在 留 
数 基 础 上 的 方法 ， 它 经 常用 来 确定 函数 的 零点 ， 或 者 通过 求 留 数 和 来 寻找 拉 普 拉 斯 道 映 射 。 


71 广义 积分 的 计算 
EMEP, ES RR f(zx) 在 半 无 限 区 间 xz 之 0 上 的 广义 积分 是 用 如 下 等 式 来 定义 的 : 
Г flz)dz = limf Ј(х)ах. (1) 


当 右 式 的 极限 存在 时 ， 就 称 广义 积分 收敛 到 此 极限 ， 如 果 f(x) 在 所 有 的 х #6, ШЕ 
在 无 穷 区 间 一 2 二 + 二 co 上 的 广义 积分 定义 为 | 


и" | 
F fdr = tim | Хаят + lim | FCzydzi (2) 
о 2 в) -R, © Вузов) о . 


当 右 式 的 两 个 极限 都 存在 时 ， 积 分 (2) 收 和 伍 到 它们 的 和 ， 对 应 于 (2) 式 的 另 一 个 积分 值 非常 有 
用 ， 即 积分 表达 式 (2) 的 柯 西 主 值 (P.V.) 


оо Н | R 
P. V. Г бах = lim|_ Соба, | | (3) 


这 时 要 求 右 式 单 个 极限 存在 . 
若 积分 (2) 收 敛 ， 则 它 的 柯 西 主 值 (3? 存 在 ， 而 且 也 就 是 积分 (2) 收 敛 到 的 值 ， 这 是 因为 


| readaz= | fde + [irae 


且 当 积分 (2) 收 伍 时 ， 上 式 右边 的 每 一 个 积分 的 极限 (R-~co) 存 在 ， 然 而 ， 当 它 的 柯 西 主 值 存 
在 时 ， 积 分 (2) 并 不 总 是 收敛 ， 下 面 的 例子 就 说 明了 这 一 点 . . 


я ”观察 
оо R а? R 
P. у. | adr = lim| тах = lim |= | = limo = 0. (4) 
一 oo Roo) —R R= -R Reco | 
另 一 方面 ， . А 
ox .fo0 Е, - 
| х4х= lim | хіх + lim | хіх 
一 oo Ri 一 oo TR, К. +оо, 0 
А x 0 x Е, Е , 
tim 5) + lim [F | (5) 
2 
一 一 dm Ria lim В, 
Roo 2’ 


又 由 于 最 后 的 两 个 极限 不 存在 ， 可 以 知道 广义 积分 (5) 不 存在 . 
但 是 车 假设 f(x) (一 co 过 x 三 oo) 为 偶 函 数 ， 即 对 任意 的 x 均 有 (一 x) 王 f(x)， 由 于 у= 
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ОЕ ЭЕТ у 轴 对 称 ， 因 而 有 下 列 等 式 
[уаз = 去 | fda, 


由 上 述 等 式 我 们 可 以 知道 ， 当 柯 西 主 值 (3)? 存 在 时 ， 积 分 (1) 收 和 敛 于 该 值 的 一 半 ， 此 外 ， 由 于 积 
FORRAR 


0 Е 
| Fdz = | То dz, 
-RI o 
积分 (2) 收 僵 于 积分 (1) 的 两 倍 ， 现 在 我 们 可 以 得 到 如 下 结论 : 如 果 fa) orco) 8 Bh 
教 ， 并 且 柯 西 主 值 (3) 存 在 ， 则 积分 (1) 和 积分 (2) 都 收效 ， 而 且 
P. V. Г f(x)dx = Г (зат = 2| f(x)dz. (6) 


接 下 来 我 们 介绍 一 种 利用 留 数 的 方法 ， 这 种 方法 将 在 下 一 节 给 出 证 明 ， 经 常用 它 来 计算 偶 
AH BR f(x) 二 p(zx)/gq(x) 的 广义 积分 ， 其 中 РС х) = Р(х), p( DA OREKAN 
系数 多 项 式 ， 我 们 假设 g(z) 不 存在 实 根 但 至 少 有 一 个 根 的 实 部 大 于 0， 该 方法 首先 确定 多 项 式 
q(z) 所 有 实 部 大 于 0 的 互 异 根 ， 显 然 ， 这 些 根 的 数量 是 有 限 的 (参见 第 49 节 )， 不 妨 记 它们 为 
zis z, e ze ҖИ п ЛУР ТР а Со ВК, 然后 我 们 计算 


— РС=) 
f) g(z) (7) 


在 半圆 区 域 沿 正方 向 边界 的 积分 (图 90), 


图 90 


该 闭 围 道 是 由 从 .>= 一 R 到 = 一 尺 的 实 轴 部 分 和 逆 时 针 方 向 的 圆周 | = | = 的 上 半 部 分 构 
成 ， 用 Cs 表示 该 曲线 ， 我 们 认为 尺 是 一 个 足够 大 的 正 实数 ， 可 以 将 点 zis zz» ts za 都 包含 


253) ”在 上 述 的 闭 的 路 径 中 ， 


由 63 节 中 的 柯 西 留 数 定理 ， 将 参数 表达 式 =r CRIPAN 
人 repdz+| fede = 21i >] Resf Со, 
或 者 | 
Г Soda = 2ni У) Resf (=) -f f(z)dz. (8) 
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如 果 
lim| УС» = 0, 
则 有 
Р. V. f ада = 2ri > Resf (2). (9) 
如 果 f(z) 是 偶 函 数 ， 由 等 式 (6) 可 得 
[Г Adz = riS, Resf(2) (10) 
А Et 
[лсо = => Resf (2). ар 
72 举例 
我 们 现在 用 71 节 中 的 方法 来 计算 广义 积分 . 
例 为 了 计算 积分 
|. ате 
我 们 首先 观察 函数 
f(z) = -5 


的 孤立 奇 点 为 +1=0 的 根 ， 也 就 是 一 1 的 6 个 根 ， 除 此 之 外 ， 在 其 余 点 都 是 解析 的 ， 通 过 我 
们 在 第 8 节 对 复数 求 根 的 方法 ， 可 以 知道 一 1 的 6 个 根 分 别 为 


сь = exp| i(= +8) ] (k = 051,259 55), 


显然 任何 一 个 根 都 不 在 实 轴 上 ， 前 面 的 三 个 根 


co = е", Cy = i, Co = е 


位 于 上 半 平 面 (图 91)， 


其 他 三 个 根 位 于 下 半 平 面 ， 当 民 >1 时 ,点 ce(R=0，1，2) 包 含 在 由 边界 z=r( RLR) W 
实 轴 部 分 和 从 z=R 到 z= 一 R НЯ | > | = 的 上 半 部 分 Cr 所 构成 的 半圆 区 域内 ， 计 算 f(z) 
沿 着 这 个 半圆 区 域 边界 逆 时 针 方向 的 积分 ， 我 们 有 
[лада | fide = 2ni(Bo + В, + В,), a) 
其 中 В, 是 f(z) с, (Е=0, 1, 2) 的 留 数 . 
利用 69 节 的 定理 2， 我 们 知道 点 со 是 函数 SHARAN. AMA 


ct 1 


z’ = = — 
= Res aga S gg фар (6 0712). 
因此 
2ni( Bo +B, +B) = м) = Z, 
等 式 (1) 可 以 写成 如 下 形式 


, | 
| f(ade = ® | f(z)dz; ә 
-R 3 CR 


等 式 对 R>1 的 任何 值 都 成 立 . 
下 面 ， 我 们 来 证 明 当 及 趋 于 ceo 时，(2) 式 右边 的 积分 值 趋 于 0， 首 先 ， 当 |=|=ЕМ, 
[а [Ех = К 
A 
| +122 Пат 


因此 ,Ca 上 的 任何 一 点 z 都 满足 ， 


_ l| | во 
О l= тет < Мо SER Me = рет 
可 以 得 到 不 等 式 | 
| Р(х) 4= < MarR， | (3) 
Cp ， 
xR 是 半圆 CR ККС 41 节 )， 由 于 
Rs 
MexR = Rey 


是 一 个 以 尺 为 自 变量 的 多 项 式 的 商 ， 由 于 分 子 次 数 低 于 分 母 次 数 ， НЕ атоо, 函数 必 趋 
于 0、 也 即 若 将 分 子 和 分 母 同时 除 以 有 ， MA 


-Merk = -È =, 
1 Re 


显然 可 得 MaxR GF 0. 因此 ， 通 过 不 等 式 (3) 有 
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lim (еда = 0. 
Rood Cp 


现在 就 可 以 通过 等 式 (2) 得 到 
. R х? o к 
| а = 3° 
或 
х 
Р. У. Г. aie ~ 3" 


由 于 被 积 函数 为 偶 函 数 ， 由 71 节 中 的 (6) 式 ， 我 们 可 以 得 到 如 下 结果 


> Zz? К. 
f zê + Idz 6 
练习 
利用 留 数 计算 练习 1 到 5 的 广义 积分 . 
> dx 
1. | х? +1 


BR: 0/2. 


> dz 
о (х? +1)?" 
答案 : к/4. 
> dx 
3. | zt +l 
答案 : x/ (242). 
> ах 
4. | (zx: 十 1) (zx? 二 +4)" 
BR. к/б. 
5 Г xz dz 
Jo (а? +D 十 4)2 
答案 : 1/200. 
利用 留 数 计算 练习 6 和 7 的 柯 西 主 值 . 


6 F 4 
“J-~ zx? 十 2z 十 2 


7 F хіт 
о Ce? + 10) (а? 2х2" 
答案 ; 一 x/5. 
8. 利用 留 数 和 图 92 中 的 积分 曲线 (其 中 R>1)， 证 明 下 列 积分 ， 


了 91 


(4) 
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Rexp(i27/3) 


9. Hm, п Н, К O<m<n, BU FSR UMEDA, 


о 2 十 1 2n 


am x (Ha) 


dz = 一 csc on 


Ca) 首先 我 们 求 出 多 项 式 <1 实 部 大 于 0 的 根 ， 这 些 根 是 


с, = ехр i 


它 在 实 轴 上 没有 任何 根 . 


i | (kh = 0,152,052 = 1) 


(b) 利 用 69 节 的 定理 2， 我 们 可 以 得 到 如 下 结论 


Res —Ž— 
a 2:2" + 1 


Hho 是 在 (a) 中 求 得 的 根 ， 


然后 利用 求 和 公式 


利用 第 10 节 练 习 7 可 以 得 到 


一 一 2 окне (Ё = 0,1,2,.… ,nO— 1), 
2n 
а = 2т + 1 
2п 


_ к 


25 Res sm т i — asina 


k=0 2 


(c) 利 用 (b) 的 最 后 计算 结果 就 可 以 得 到 所 要 证 明 的 结论 ， 


10， 积 分 公式 


F dz _ 
0 [Cx —a)’ +1} WTX 
А=Уа? +1 ‚Жо ALAN SIM TA AO OK ABIES 可 以 通过 以 下 


其 中 a 是 任何 的 一 个 实数 ， 
步骤 得 到 结论 . 


(a) 首 先 可 以 证 明 多 项 式 


—2_[(2a?+3)/A+ataVA—al], 


giz) = (=? — а)? +1 


О WSR А 列 出 的 Brown, Hoyler and Bierwirth 的 书 pp. 359-364. 
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中 的 四 个 根 就 是 a 土 i 的 平方 根 ， 同 时 我 们 有 
zo = A Fa+ivA— a) 


且 一 zo 是 a 十 i 的 平方 根 ( 参 见 第 9 章 练习 5)， 然 后 证 明 土 z。 就 是 a 一 i 的 平方 根 ， 因 此 就 可 以 
知道 在 半 平 面 Imz 之 0 中 ， 只 有 z。 和 一 z。 是 多 项 式 (OHS. à 

(b) 利 用 69 节 中 练习 7 所 得 到 的 结论 ， 为 了 将 问题 简化 ， 我 们 假设 20 = 二 a 十 i， 试 证 明 (a) 
中 的 点 > 是 函数 Г( =) =1/[ (=)? 2 阶 极点 ， 在 zo 点 的 留 数 Bi 可 以 写 为 
q (zo) 一 2 一 并 2 十 3) 


В. =— 127097 16 А? =. 


利用 ODT (z) 和 (一 z) 二 9(z)， 用 类 似 的 方法 证 明 (a) 中 一 也 是 函数 f(z) 的 2 阶 
极点 ， 留 数 为 


2 А [9 (х0) 1° le 


然后 可 以 得 到 这 些 留 数 的 和 为 


— ; (972 
B, +B, = sdsIm| a+ i(2a +27, 


Zo 


(с) BH (a) WAS |z| =RA | (=) | ZR- | а |‘, HEP R> | zo | ， 再 利用 (b) 的 
最 后 结果 完成 积分 公式 的 推导 . 
73” 健 里 叶 分 析 中 的 广义 积分 
留 数 定理 可 以 用 来 计算 形 如 
[7 resinardz 或 [frycosardz， | a 


收敛 的 广义 积分 ， 其 中 代表 一 个 正常 数 ， 和 71 节 一 样 ， 我 们 假设 С) = РУ, ДОР pa) 


和 g(x) 是 两 个 互 质 的 实 系数 多 项 式 ， 另 外 ，g(z) 一 0 没有 实 根 ， 积 分 (1) 在 傅 里 时 积分 的 理论 
和 应 用 中 经 常用 到 8 71 节 和 72 节 中 的 方法 不 能 直接 用 到 这 里 ， 因 为 

| sinaz |? = sin2az + sinh’ay 
Al 

| созах |? = coszaz + sinh’ ay. 


确切 地 说 ， 由 于 


ау — pay 


. е 
sinhay = , 


当 у 趋 近 无 穷 , Ж | sinaz | 和 | cosaz | R e* 一 样 增长 ， 下 面 的 例子 由 于 


© ”参考 作者 Fourier Series and Boundary Value Problems, 6th ed., Chap. 7, 2001. 
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R R R 
f f(x eosax de + if gf О sinax dx = | Сре” dz, 
~ 一 一 R 


和 
| её“ | = | её? = | е Pe | 一 er 
而 在 上 半 平 面 y 之 0 AF. 
Я 我们 下 面 来 证 明 . 
> cos3x __ 2к 
Г. Gi ptt = 1. (2) 


由 于 被 积 项 数 是 偶 函 数 ， 很 容易 证 明 积分 的 柯 西 主 值 存在 并 且 能 够 将 它 计 算出 来 ， 我 们 下 面 引 
HE PRK 


f(z) = (3) 


1 
CES 
显然 函数 f(z)e* 在 实 轴 上 方 (包括 实 轴 ) 除 了 点 m=i SOE RAR, A z 二 i 位 于 由 
实 轴 上 的 一 Rs 和 xz<R 的 部 分 和 从 х= К 到 xz 一 一 R 的 圆周 | xz | =RORODM EFM С» ВТЕ 
成 的 区 域内 ， 将 函数 f(z)e** 沿 着 区 域 边界 积分 ， 有 | 


R e”? р ae 
Г. Gap = 2niB, -| fe dz, (4) 
其 中 
B, = Res[ f(z)e**]. 
由 于 
Bz __ $(z) = g” 
f@e* = GD?’ Ж #0) с’ 
点 z= 二 i 显然 是 函数 f(z)es* 的 和 一 2 BRA, HE 
В. = #9 = h. 
w В 
根据 等 式 (4) 两 边 的 实 部 相等 ， 就 有 下 列 等 式 
К cos3.x 2x_ Bz 
Г. СОЗ д = 0 Ref ое dz. (5) 
最 后 ， 如 果 点 = 是 圆周 Cg 上 的 点 ， 则 有 
1 
| f(z) |< Ma ,其 中 Mr = СВ? — 1? 
对 于 满足 上 述 条 件 的 点 z 有 ，1 es | He <1, Ale 
Re| оез < |. f (ze dz | < MenR. (6) 
CR R 
2. us 
4 R? 
Mak = gh En 


1)? a 1-22) 
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4 К 趋 于 cc 时 ， 上 式 趋 于 0， 结 合 不 等 式 (6) ， 在 等 式 (5) 中 只 需要 令 尽 趋 于 co ， 就 能 得 到 我 们 
所 要 证 明 的 结果 (2). 


74 ARBs 


在 计算 73 节 中 所 介绍 的 积分 时 ， 有 时候 需 要 用 到 若 尔 当 引 理 9 ， 我 们 作为 一 个 定理 给 出 . 
定理 ”假设 o 


ОЖЖ F(Cz) 在 除了 圆周 | = | SR 所 包含 的 区 域 之 外 ， 在 上 半 平 面 y 之 0 的 任何 点 都 
解析 ; 
GDA CR RFF HM = = Ке (0<0<к), HP ROR Ce 93 所 示 )， 
В У . 


(ii) 存 在 一 个 正常 数 Mg， 对 于 所 有 在 Ck 上 的 点 z， 都 满足 不 等 式 РС)<Мь, HH 


ром, = 0. 
则 对 于 任何 正常 数 a 都 满足 等 式 . 
limf Fdz = 0. | (р 
该 定理 的 证 明 建 立 在 若 尔 当 不 等 式 
[ier aa <$ (R>0). (2) 


的 基础 上 ， 为 证 明 这 个 不 等 式 ， WER, МООИ, НН y= sing у= Fey 
(图 94) 可 知 ， 对 于 该 区 间 上 所 有 的 9 有 sin6 之 29/x， 因 此 ， 如 果 R>0， 则 有 

eo Rind о Но + 
这 样 ， 就 有 


29 


Ë rsin 2 aw — Я (1 — „к 
[re a< fie 0 = 0—99. 


О #2 38 节 的 第 一 个 脚注 . 
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因此 


А —Rsing TT 
[re d<% (R>0). (3) 


但 是 ， 由 于 у= іп HAVER OKIS 上 关于 直线 0=л/2 对 称 ， 因此 这 只 是 不 等 式 (2) 的 
另 一 种 形式 . 
现在 ， 我 们 转向 证 明 极 限 (1) ， 假 设 条 件 (D 一 (证 ?满足 ， 并 用 参数 表达 积分 式 
|. Flee dz = | A Re” JexptiaRe” уе" de. 


由 于 
| fCRe®) |< Me 和 |ехрОаКе*) |< er 
同时 根据 若 尔 当 不 等 式 (2) ， 可 以 得 到 如 下 结果 


| fe dz 
Cp 


当 R 一 co 时 Mr 一 0，(1) 的 极限 就 得 到 证 明 . 
Я ”我 们 来 计算 下 列 积分 的 柯 西 主 值 
Г xsinzdx 
-o 并 十 2z 十 2 
一 般 来 说 ， 它 的 存在 性 可 以 通过 实际 计算 确定 . 
我 们 记 


< MaR|- e Rind dg < Max, 
о 


zz ЛИНН 
2+2 (а а) ( ==), 
Яфа= 1+, 点 zi Ус ЕХ, CERAR f(z)e 的 一 个 简单 极点 ， 又 有 和 留 数 


zen) 


f(z) = 


В, = (4) 


Ry zi 
因此 ， 当 R>V2 和 Cr 是 | zx | = 民 的 上 半 部 分 的 正 向 弧 时 ， 有 


к xzerdr 0; -Í М 
И are pare 7 2niBy cf Pe dz. 


显然 ， 两 边 的 实 部 相等 ， 即 


Rsinzdr _ Dy f А 
Г. ааа Im(2xiB,) 一 Im o,f Pe dz. (5) 
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又 
jim], Сей ах 
同时 ， 我 们 注意 到 当 z 是 CR 上 的 点 时 ， 有 


< |] f(z)e*dz 
CR 


; (6) 


R 
(2) |< Mr, M: = К 
| f | 其 中 Me = 下 一 局 
和 | e* | =e”<<1， 如 果 利 用 我 们 在 72 节 和 73 节 中 的 方法 ， 则 不 能 得 到 不 等 式 (6) 右 边 的 表 
达 式 ， 而 不 等 式 的 左边 当 R 趋 于 oo 时 ， 它 趋 于 0， 由 于 


R? x 
МаК = КК 
R (R— V2)? TEA 
R 


щ К а FOR ABT 0. 〈1) 式 中 的 极限 给 出 了 满意 的 结果 . 
因此 ， 确 实 可 以 推出 (6) 式 左边 在 R 趋 于 oo 时 为 0， 所 以 ， 由 (4) 式 和 (5) 式 可 以 得 到 结果 


Zsinzdz _ . —_ Bee 
P. V. T ots = Im(277B,) = > (sinl + соѕ1). , (7) 
练习 
利用 留 数 计算 练习 1 到 8 的 广义 积分 . | 
> а 
1. Г. raat (62020. 


=b 


e e 
BR: (5 >). 


= созах 
2. f Pdr (a > 0). 


答案 : ze" . 


з. | od (a>, yb > 0. 


А ab 
BR: iB C+abe%. 


答案 ， 六 exp( 一 2V3)， 


> xsinax 
0). 
5. | 2 а ах (a> 0) 


EE, 7-е ‘sina. 


> т? sinax 
0). 
в. | а 9 (a > 0) 
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ке “cosa. 

7. oT xzsinzdz 
= (а FDE FD 

F z’ sinzdx 
о (х2 (а +9) 


利用 留 数 来 计算 练习 9 到 11 广义 积分 的 柯 西 主 值 . 
9 Г sinzdx 

= z? +4¢+5° 
答案 : 一 过 sin2. 


= (х + 1)cosx 
10. Г. 72 442454 


答案 ， (sin2 一 c0s2)， 
cosx 
11. Г. сои > 0. 
12， 按 照 下 列 步 又 计算 Fresnel 积分 ， 在 微分 理论 中 该 积分 是 一 个 很 重要 的 定理 


”sczydz = | sin(z?)de = i /zt 
| cos(x? )dz [ sin(x* dx = Т.К. 


(a) 通 过 沿 着 区 间 O<r<R, 0<6<F HEF, 如 图 95， 积 分 函数 exp(iz:z) ， 并 利用 柯 西 - 


古 萨 定理 证 明 


[ (а) =) T — Ref wg , 
p OSST 25) r Je z 


пб): = Lf erd mf ey 
| sncz z= ale r m е Zs 


R 


其 中 CR а z=Re® (0<0<7). 
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(b) 首 先 证 明 下 面 的 不 等 式 ， 


x/2 
| её? ах | < Rf eR sint dg 
CR 2 Јо 


然后 利用 这 个 不 等 式 并 参考 74 节 (3) 式 来 证 明 (a) 中 沿 着 С, 的 积分 值 当 R ВИ, B 
近 零 . 

《c) 利 用 (Ca) 和 (b) 的 结果 和 已 经 知道 的 积分 公式 2 
| 一 dz 一 vn 


0 


完成 其 证 明 . 
75 不 规则 路 径 


在 这 一 节 和 下 一 节 ， 我 们 主要 讲解 如 何 利用 不 规则 路 径 ， 我 们 首先 给 出 一 个 在 本 节 所 要 用 
到 的 重要 极限 . 

定理 RR 

(ОАЖ f(z) 在 实 轴 上 有 一 个 简单 极点 хело, ЖЩ 0 二 | z 一 xo | <Р, З (96), 
有 洛 朗 级 数 展 开 ， 且 留 数 为 Bo; 


GDC, ЖЖИ | 2—20 | 二 p 的 上 半 部 分 ， 其 中 p<R,, 并 且 是 党 着 顺 时 针 方 向 ， 则 有 


| а]. f(z)dz =— Boni. a) 
ВЕ EG A GD е, ER ORLA 由 (我 们 可 以 将 了 f(z) 表示 成 
f(z) = z— zo |< В,), 
其 中 
в) = Уа, ба а)" (| z— zo |< R). 
也 就 是 
[тода = [асов +в, E (2) 


О 参考 46 PRY 4 的 脚注 . 
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PRK g(z) 在 | 2—2 | СК. 上 是 连续 的 ， 根 据 58 节 中 的 定理 可 以 得 到 ， 如 果 我 们 选择 一 个 数 
po 满足 条 件 оссо < К, (参见 图 96)， 按 照 17 节 的 有 关 知 识 ， 我 们 有 ce OLA | > 一 ze | <p 
上 一 定 是 有 界 的 ， 也 即 ， 存 在 一 个 非 负 常数 M， 使 得 对 于 任意 | x 一 zo | <р, 


| gCz) |< М. 
同时 ， 由 于 路 径 C, 的 长 度 L 为 L==xo， 可 以 得 到 如 下 结论 
|f еса < МІ = Mro. ` 
因此 
limf g(z)dz = 0. (3) 
eros, 


同 理 ， 在 半圆 一 C, 上 的 点 都 可 以 用 参数 
х= х ре“ OKIS) 
表示 ， 在 (2) 式 中 的 右边 的 积分 表达 式 的 值 为 


d d = 1 a .{* . 
Г ев е Гвен ee 


Co 2 Xo С, 2 Xo 


因此 


А dz 
lim 
eo С, < —— Хо 


利用 (3) 式 和 (4) 式 ， 让 等 式 (2) 两 边 的 p 趋 近 于 零 立 即 就 可 以 得 到 (1) 式 . 
例 修改 在 73 节 和 74 节 中 所 使 用 的 方法 ， 来 推导 积分 公式 9 


~ 


мах (5) 
о T 2 


计算 ee/z 在 图 97 中 表示 的 简单 封闭 围 道上 的 积分 ， 在 图 中 o 和 R 表示 正 实数 ， 其 中 p<: 
L, AL, 分 别 表示 实 轴 上 的 区 间 KIR Я —Е<л<—р, ЖИ С, 可 以 参照 73 节 和 74 节 的 
定义 ， 引 入 半圆 C, 是 为 了 避免 计算 积分 时 通过 e*/z 的 奇 点 z 一 0， 利 用 柯 西 - 古 萨 定理 ， 可 以 
得 到 | 


=— irx. (4) 


f “a+ | “de | Sat] ede = 0 
CR 2 L, z с, z 


Li РА 
或 者 
| “ae+| = | ба. | е ae. (6) 
L Z c, z CR Z 


L Z p 


此 外 ， 由 于 Li 和 一 Ls 的 参数 表达 式 分 别 为 


鲈 ” 这 个 公式 来 自 傅 里 叶 积 分 理论 ， 请 参看 作者 的 书 Fourier Series and BoundaryValue Problems, 6th ed., pp. 206- 
208，2001， 是 用 完全 不 同 的 方法 推导 的 . 
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z=re®=r (рт К) 和 z=re™=—r (әр<г< БК), 
在 (6) 式 中 的 等 式 左边 可 以 表示 为 


e” e” R e? Кей . [Е sinr 
| 和 dz 一 | dz = | "ar ear = 2i| siarar. 
h Z “lh, Z e r e r e r 


因此 


现在 ， 由 洛 朗 级 数 展开 式 有 


(iz) ， Giz)? | Cz)? 
[1+ t ta +] 


1 
z 
= 1 
< 


tip Epis ( ) 
т 217 317 т” 0<|zl<o), 


很 明显 ， 全 在 原点 有 一 个 简单 极点 ， 留 数 为 1， 因 此 ， 根 据 本 节 开始 给 出 的 定理 有 


另外 ， 由 于 


当 z 是 Ce 上 的 点 时 ， 根 据 74 节 中 的 若 尔 当 引 理 有 
iaf, ero. 
因此 ， 在 (8) 中 分 别 令 p 趋 于 0 ЖК Тоо, ТЫ 
zf Sdr = i, 


也 即 得 到 (5) 式 . 
76” 绕 支点 的 不 规则 路 径 


201 


(7) 


(8) 


在 本 节 中 所 用 到 的 不 规则 路 径 和 前 面 一 节 所 用 到 的 曲线 路 径 相 同 ， 不 同 的 是 前 一 节 涉 及 的 
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是 孤立 奇 点 ， 而 本 节 涉 及 的 是 支点 . 
Я 积分 公式 


| с = 50-р a) 


BY EA Fil = BP (loge) / (2? +4)? 的 分 支 


1 3 
f(z) = as (| z I> 0, =F < шв <) 
而 得 到 ， 该 分 支 切割 原点 和 负 虚 轴 部 分 ， 显 然 该 分 支 在 除了 252i 的 任何 点 都 是 解析 的 ， 为 了 
使 孤立 奇 点 2i 总 是 被 包含 在 封闭 的 路 径 内 部 ， 我 们 规定 о<2< К, ШИ 98， 在 图 中 将 孤立 奇 


点 和 c=0 已 经 标 出 ， 符 号 Ш, Le ，C, 和 Cx 所 表示 的 意义 和 图 97 相同 . 


利用 柯 西 留 数 定理 有 | 
| рае + | fede |, Раде | fdz = 2xi Resf (2). 


因而 有 
| |. гав |, fdz = 2ni Resf (2) две) fdz (2) 
由 于 
inr 十 20 = iĝ 
f(z) (72е +4)? (z re”), 
L AL, 的 参数 表达 式 分 别 为 
z=r =r (ox<r<R 和 z = re" =—r (pr Ҝ) (3) 


因而 (2) 式 可 以 表达 为 
R Inr+ix 


[ rodz-| pode = |, per + | tt IR dr. 


A, HF 


f(z) = AO Je $2) = 


(2 21)??? (z Gy 
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z=2i 为 函数 f(z) 的 一 个 2 级 极点 ， 留 数 为 


хер 一 x +it zm. 
(2) 式 可 以 表达 为 
dr 
2f С ре tif +H? 
— Epo — E — ， 
= 5002-0 +5, | fou |а» (4) 
ASB 可 以 得 到 等 式 | 
Rio iy Е | 
2], arp = 002—1) — е) f(zdde— Rej fdz. (5) 
到 现在 如 果 能 证 明 , 
limRe| fide =0 和 limRe| fz)dz = 0. 6) 
pro с, Roo CR А 


ЖА, р АР ОЖ В во, MAORA 


оо lnr _ 
?| aoe т В 002—1), 


这 就 得 到 (1) 式 . 
(6) 式 中 的 极限 可 以 通过 以 下 方法 来 证 明 ， 首 先 ， 我们 注意 到 如 果 pct, z= pe’? ВС, 
上 的 点 ， 则 有 - 
| loge | 一 | Ino + 29 |< Ino | 十 | 20 | 委 一 Ino 十 x 
和 


|e +4/> ЕР —4]=4- р. 
因此 ， 可 以 得 到 如 下 结论 


„709% |< 


p — plnp 
м fdz < тр и 


根据 洛 比 达 法 则 ， 4 pF Oon, plnp 也 趋 于 0， 因而 上 式 中 最 右边 的 表达 式 趋 于 9， 这 样 (6) 
式 中 的 第 一 极限 就 显然 成 立 ， 类 似 地 ， 通 过 不 等 式 。 


x 4 ink 
InR ROR 

Ref _ rodz|< | Па ОВ = к 
i (8-р) 


根据 洛 比 达 法 则 ， 当 К оон, (nR)/R 也 趋 于 0, 因而 上 式 中 最 右边 的 表达 式 趋 于 0， 这 
样 (6) 式 中 的 第 二 个 极限 也 成 立 . 
我 们 还 可 以 得 到 另 一 个 积分 公式 


”dr к 7) 
| G@+h? 32° . Е 
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在 (4) 式 中 利用 等 式 两 边 的 虚 部 相等 ， 即 


Комо 到 _ 
orp = 5 imf, fde Im| fdz. (8) 
由 于 
jim]. Fdz < i fz) dz mo [mf fz)dz < Mi, Fdz]. 


只 需要 分 别 令 p 趋 于 0 和 及 趋 于 co， 就 可 以 得 到 (7) 式 的 结论 ， 
77 Ж ЕНУ 


当 被 积 函数 f(z) 的 部 分 积分 路 径 沿 着 F(z) 的 支 割 线 时 ， 可 以 利用 柯 西 留 数 定 理 计算 实 
积分 . у 

Я 令 z 表示 <z 的 指示 守 的 主 值 ， 其 中 z>0，0<a<1， 即 zx-' 是 正 实数 exp(—alnz), 
在 这 里 我 们 来 计算 下 面 的 广义 实 积分 


Г aja O<a<l). (1) 


这 个 积分 在 у 函数 的 学 习 中 是 十 分 重要 的 ?9 ， 注 意 到 积分 (1) 是 广义 
的 不 仅 是 因为 它 的 积分 上 极限 而 且 因 为 z=0 是 被 积 函 数 的 不 连续 
点 ， 由 于 被 积 函 数 在 x=0 附近 具有 x 一样 的 性 质 ， 而 当 х оо 
时 具有 zx- ' 一 样 的 性 质 ， 因 此 被 积 函 数 在 0<e<i I, RM, h 
于 收 化 性 包含 在 计算 中 ， 不 需要 单独 证 明 其 收 全 令 CG, 和 Ce 分 别 表 
AB | z | =p 和 | z| =R， 其 中 p<1<R; 其 方向 如 图 99 所 示 ， 接 99 
着 沿 着 如 图 99 所 示 的 简单 闭 围 道 积分 多 值 函数 z"/(z 十 1) 的 分 支 


fl = 25 (| z |> 0,0 < arge < 2а) (2) 


沿 着 argr=0 9181, ТИВНА ГС) 180 ЕТ 到 R， 接 着 沿 Cr 回 到 R， 再 沿 切割 的 
FHA o RAR C, 回 到 p. | 
0=0 和 9=2 分 别 沿 着 切割 的 上 下 边缘 ， 因 此 


_ exp(~alogz) _ exp[ 一 a(lor 十 19) J 
f(z) z+1 re? +1 


其 中 z=re*， 在 上 边缘 有 


_ exp[ 一 a(lnr 十 10)] _ г“ 
Ка = +1 "+1 
其 中 z=re*， 在 下 边缘 有 
_ exp[—a(Inr + i2n)] eie ші 
И +1 FF 


О WARR А 中 引用 Lebedev 08, р. 4. 
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其 中 z==re**， 留 数 定理 表明 | 


R ro? _ r'e ian — 
i Fert |, sods Г ret]. f(2)de = Ini Res f(z). (3) 


由 于 f(z) 在 支 割 线 部 分 是 不 解析 或 者 说 是 没有 定义 的 ， 因此 对 (3) 式 的 推导 只 4 能 是 形式 上 的 ， 
然而 ， 它 能 如 练习 8 一 样 通过 一 个 幅 角 的 修改 而 合理 化 . 
等 式 (3)? 的 留 数 可 以 通过 函数 
gz) = =“ = exp(—alogz) = exp[ 一 a(lnr 十 10)] (r>0,0<6< 2x) 
而 得 到 ， 这 个 函数 在 «= ТАМ, МН. 
$(— 1) = expl- а(ш1 + ix)] 一 ex #0. 

这 表明 点 == —1 是 由 (2) 式 所 定义 函数 f(z) 的 简单 极点 ， 且 

| Res f(z) = er™", 
因此 (3) 式 可 以 写作 


R 
(1 一 | 
о 


7+1 
现在 由 (2) 式 中 f(z) 的 定义 ， 有 


| даа <: 
с, 


dr = 2nie™ | рде | Сда | (4) 


—а on — 2х 1-а 
=o p 1р? 
Al 
R” _ 2rR 1 
Ie, f(z)dz|< SRI R12"R Rel В 


由 于 0<а<1, 显然 这 两 个 积分 的 值 分 别 当 p 趋 近 0 时 和 尽 趋 近 =o 时 为 0， 因此 ， 若 在 等 式 (4) 


(1 — [> а r= ей", 
或 者 
ат её" 2 2: 
КЕ r+ dr = ani + 一 认 ax ей" = п тап 一 g” 

BR, A 

е 21 dr = 7 (5) 

esc st. (0<а<1). ) 
练习 

在 练习 1 到 4 中 ， 取 (第 75 节 ) 如 图 97 的 曲线 . 


1. 导出 积分 公式 
dr лра) (a 00d > 0). 


0 x 
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然后 利用 倍 角 公 式 1 一 cos(2z) 一 2sinsz， 指 出 如 何 推导 出 如 下 积分 


in? 
sin’ т 
aay da = 5. 


| 
2. 计算 广义 积分 | 


x 


оо x’ 
Г с 1) 
(i-a)x 
答案 : 4соз(ак/2)* 
3. 利用 函数 


(一 1 二 a 二 3 和 zx’ = exp(alnz)). 


_ zilogz _ e(/ 8 loge | _х 3x 
fD = ay = +1 (1=1>0, 于 < агаа < 5), 
证 明 下 列 两 个 广义 积分 


со 3 
/zinz |, 


т Г Ух 
о z? +1 6 ’ 
4， 利 用 函数 | 


f@ = Оов)? 


x 3x 
sey (le> =g < аве <7) 
证 明 下 列 两 个 广义 积分 


2 
= (Inr), _ x? > Тах _ 

| 217 =, | Fait 0. 

Ra: 972 PAS 1 中 得 到 的 积分 公式 ， 

5. 利用 函数 


21/3 _ е! З= 
(= Ба)(= +6) (ха) (= tb) 
和 一 个 类 似 77 节 图 99 的 闭 力道 证 明 下 列 广义 积分 
= eg 2 Ма Б 0 
I taro В’ ась (02722097 
6. 选取 多 值 函 数 


f(z) = 


(| z [> 0,0 < агре < 2x) 


gle ef UD loge 
f = атт SF 


Г ёх ж 

o Ма +i V2 

在 下 列 情况 下 成 立 ;，(a)75 节 中 图 97 的 封闭 路 径 ;(b)77 节 中 图 99 封闭 围 道 
7. 有 函数 是 一 个 如 下 的 具有 两 个 实 变量 的 函数 : 


的 适当 分 支 证 明 


В(,ф = Гепа реф (p>0q>0). 
0 


ЖТФ 
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利用 映射 c= 1/( 2+) A 77 节 例子 中 的 结果 证 明 


B Я 
(р, — р) = sin(pa) (0<р< 1). 


8. 已 知 有 两 条 简单 围 道 如 图 100， 它 们 是 由 77 节 图 99 中 的 两 个 圆 C, 和 Cx 分 割 开 所 形成 的 
两 个 环 ， 两 个 封闭 围 道中 的 组 成 部 分 L 和 一 上 是 射线 argz 一 4 的 一 部 分 ， 其 中 << 3/2, Г, 
和 у, Я С, EAR. Гь 和 ук ÆA Ce 上 的 曲线 ， 


图 100 


ОТ СЕНЕ 6 218895 z*/(z +1) BAX 


fi@ = | x |>0,—% < arge < 3) 


ЕТ ( 2 
在 图 100 中 左边 封闭 力道 上 积分 满足 


R 
| et], filede + |, л сае | ра = 2xi Resfi (2). 


(b) 利 用 柯 西 - RETR SRR = Were re 


fritz) = 2120,7 < argz < = >) 


eri (|? 
在 图 100 中 右边 封闭 围 道上 的 积分 ， 证 明 


. -[5 сны dr+| дав | лов | Р. (=) Ах = 0. 


Сс) 9 НЕ (а) Al Cb) BBA Р AR — 行 中 ， 函数 = “НХ AOA 户 (z) 可 以 被 
分 支 | 


_ 1 = (| =|>0,0 < arge < 2r). 


FI 
代替 ， 然 后 加 上 这 两 条 线 的 相应 的 边 ， 就 可 以 得 到 77 节 中 的 等 式 (3). 
18 ”含有 正弦 和 余弦 的 定 积分 
留 数 定理 也 可 以 用 来 计算 下 列 类 型 的 定 积分 
| Fsing,cos9) 40. Ф 
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上 述 的 9 的 变化 范围 是 0 到 2x， 我 们 可 以 把 6 看 作 是 以 原点 为 圆心 的 圆 C 上 的 点 的 辐 角 主 
值 ， 也 即 有 


z=e"® (0<0< 2л). (2) 
WA 
dz = #49 = izdé; 
和 关系 式 
_ sl —1 
sing = & 52 ‚ cos? = a . d= dz (3) 


由 (2) 和 (3)，(1) 式 可 以 表达 成 = 没 着 圆周 С 的 正方 向 的 围 道 积分 


(5). w 


显然 ， 积 分 式 (1) 是 积分 式 (4) 的 参数 形式 ， 由 39 节 中 表达 式 (2) 可 知 ， 当 积分 式 (4) 中 的 被 积 
函数 是 关于 z 的 一 个 有 理 函数 ， 则 根据 柯 西 留 数 定理 ， 如 果 多 项 式 中 分 母 的 零点 都 确定 了 ， 而 
且 这 些 零点 都 不 在 圆周 C 上 上， 那么 就 可 以 将 积分 计算 出 来 . 
Я 我们 来 证 明 
Г 49 _ a 
о 1+а319 ‚Ла 
积分 公式 在 a=0 时 显然 成 立 ， 我 们 在 推导 中 不 考虑 这 种 情形 ， 利 用 表达 式 (3)， 积 分 可 以 表 
达 为 


(-l<a<l). (5) 


2/a 
Е Farid (6) 
K+ C 是 正方 向 的 圆周 | z | =1, ХР РАНУ КАВ, п 可 以 得 到 两 个 纯 虚 根 
a= (tee и}, z = ЕЕС vine i. “ 
a a 
因此 ， 如 果 (ORR BK, WA 
2/a 
f(z) Ев. 
注意 到 | a | <il, 
| z: |= — LETA “> 1. 


同时 , 又 有 | ae | =1Ж |: | <i, nike RARAHI 在 圆周 С 内 仅 有 一 个 奇 点 


Zi» 可 以 利用 函数 
fe 


一 之 2 


f(z) = a НН #0) = 
来 计算 相应 的 留 数 B, m zi 是 一 个 简单 极点 ， 则 
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_ _ 2/a _ 1 
В. = а) = р T a ul 
因此 有 
2/a дов = 2m. 
I. этана" ~ Om Jina 
这 样 就 得 到 公式 (5). 279 


这 种 方法 表明 了 当 被 积 函数 是 以 0 为 自 变量 的 关于 sin 或 cos 函数 ， 可 以 利用 (2) 式 来 做 映 
射 ， 例 如 | 


2 2 2 
练习 


利用 留 数 计算 下 列 定 积分 : 


2x dg 
о 5+ 4sinf’ 


2х 
答案 : 3 
2 f dé 
* J- 1+ sin’? 
5%. fon. 


Г cos’ 3040 
о 5 — 4соѕ26' 


о 1 + асозд 


21 
答案 ， пи. А 


x cos26d@ 
— 505209 (一 1 1). 
оба Cl<a< 


ge, 2х, 


ж dô 
1 . 
6. Г Са соу ‘> 


答 м. 
R Vé—ir 


7. | sineedg (п = 1,2,°), 
0 


(2n)! | 
BR: руг 280 
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79 ihe FA 


若 函 数 f 在 区 域 D 内 除了 极点 外 是 解析 的 ， 则 称 函 数 f 在 区 域 D 内 是 亚 纯 的 . 假设 SE 
区 域 D AS, 的 边界 是 一 个 正 向 的 简单 闭 围 道 C，f 在 C 上 解析 没有 零点 ， 曲 线 C 在 映射 
w 二 了 f(z) 下 的 像 厂 也 是 忆 平 面 的 闭 围 道 ， 但 不 一 定 是 简单 力道 ， 在 平面 上 如 图 101， 当 点 z 党 
围 道 C 的 正方 向 移动 时 ， 它 的 像 w 以 定 方 向 沿 丁 移动， 这 就 决定 了 械 的 方向 ,注意 到 ， 由 于 
ГЕН С.Е Яя, НН Гео 平面 不 经 过 原点 . 


图 101 


假设 w Aw 都 是 围 道 上 的 点 ， 其 中 w ЕЖА, $ 是 ws 的 幅 角 ， 然 后 使 w 的 幅 角 
主 值 以 角 g 为 起 点 连续 变化 ， 由 于 点 ww 是 从 点 w。 开始， 并 且 通 过 映射 w 二 f(z) 按照 指定 的 
方向 环绕 围 道 了 一周， 当 点 w 回 到 起 点 w 时 ， 这 时 z 的 幅 角 是 w 幅 角 中 的 某 一 个 值 ， 我 们 
用 各 表示， 因此 ， 当 点 w 在 围 道 上 沿 着 一 定 的 方向 环绕 也 一 周 时 ， 它 的 幅 角 的 变化 是 h 
如， 显然 ， 该 值 的 变化 大 小 是 由 我 们 选择 的 w 决定 的 ， 由 于 ш С), Bee 从 Я, 
沿 着 C 的 正方 向 线 一 周 时 ， 加 一 加 的 值 事实 就 是 fxz) 的 幅 角 的 改变 值 ， 我 们 记 

Acarg f(z) = $, 一 页， 
Acargf(z) 的 值 显然 是 2x 的 整数 倍 ， 且 整数 


a Асатв/ (=) 


表示 点 由 在 邓 平 面 上 环绕 原点 的 次 数 ， 因 此 ， 这 个 整数 有 时 称 为 关于 原点 w 一 0 的 环绕 数 ， 当 
工 围 绕 原点 以 道 时 针 方 向 旋转 时 ， 这 个 整数 为 正 ， 反 之 ， 为 负 ， 当 围 道 了 内 不 包含 原点 时 ， 这 
个 数 为 零 ， 关 于 这 个 事实 的 证 明 留 作 练 习 ， 环 绕 数 由 围 道 C 内 的 零点 数 和 极点 数 决 定 ， 根 所 
69 节 练 习 11， 极 点 数 必定 是 有 限 的 ， 类 似 地 可 以 理解 F(z) 在 С 内 并 不 恒 等 于 零 ， 这 很 简单 就 
可 证 明 (80 节 练习 4), f 的 零点 数目 有 限 而且 都 是 有 限 阶 ， 现在 假设 在 C 内 有 2 个 零点 和 P 
AB, Be 为 了 的 me 重 根 ， 我 们 认为 了 上 在 ze 有 по TH, HRB ЯГИт, 阶 极点 ， 这 
个 极点 将 被 计算 т, К, ТИКИ, WARE, HARARE 2-Р 23. 

定理 ”假设 ` 

(让 函数 f(z) 在 一 个 正 向 简单 闭 转 道 C 所 国 成 的 区 域内 亚 纯 ; 

Gi) f(z) 在 C 上 解析 且 没 有 零点 ; 

(ii 按 重 数 计 算 ，Z 和 卫 分 别 为 了 (z) 在 C 内 的 零点 数 和 极点 数 ， 
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Я] 


z-Acargf (e) =Z-—P, a) 


为 了 证 明 该 结论 ， 沿 围 道 C， 用 两 种 不 同 的 方法 计算 f(z)/ f(z) 的 积分 ， BH, > += 
z(t) (азс 的 参数 表示 ， 因 此 


Е’ (=) ИЕ ОЛО)! KOLAO 

|. Fiz) dz z= |, — А] — dz. 
由 于 在 映射 ww=F(z) 下 ，C 的 像 卫 不 穿 过 冯 平面 上 的 零点 ， 因 此 C БАЕ = = (г) пр 
示 为 指数 形式 ， 若 ш р(1)ехр[1ф a], № 


(2) 


А200) = o(Dero (аа), | (3) 
而 且 ， 沿 围 道 矿 的 每 一 光滑 弧 线 ， 则 有 (参考 38 节 练 习 5) 
1201) 0) = ЧА = = 60е] =p (tet + ено р. CY, 


由 于 p OA? ОЕК (ась LESBER, ЕАК АЯ 
Га, = = | Ratify wae = = Inte]! о |, 


с f(z) ptt) 
但 是 
ob) = pla) Ж 90) 一 ga) = Acarg f(z). 
因此 
| га, = = iAcarg f(z). (5) 


另外 一 种 计算 积分 (5) 的 方法 是 利用 柯 西 留 数 定 理 ， 具 体 来 说 ，f(z)/f(z) 在 C 内 和 C 上 
除 f 的 零点 和 极点 外 是 解析 的 ， 若 zo 为 了 的 mm 重 零 点 ， 则 (68 1) 
f(z) = (z — z)" glz), (6) 
其 中 g(z) 在 x 解析 且 不 为 零 ， 因 此 | 
Р Cz) 一 mao(z 一 zo)"o 1g(z) + Cz — в)" g (2), 
或 者 


f(z) m g (=) 
f(z) 2—5 + glz) КИ 


由 于 g'(z)/g(z) 在 z 解析 ， 因 此 在 хо 可 作 泰 勒 级 数 展开 ， 由 (7) 式 可 知 zo 为 f(z)/f(z) 的 简 
单 极点 ， 留 数 为 m。， 另 一 方面 , 若 了 在 Am, BRA, RIIA 66 节 的 定理 知 

f(z) = (z— zo) "$ (2), | (8) 
其 中 #(z) 在 z。 解析 且 不 为 零 ， 若 把 (6) 式 的 正 整数 m 换 为 一 m,。 ， 则 (8) 式 和 (6) 式 相同 ， 由 此 
从 (7) 式 显然 可 知 zo 为 /(z)/f(z) 的 简单 极点 ， 留 数 为 一 m。 ， 利 用 留 数 定理 ， 则 可 得 


Г’) — 
| Fo dz 2ni(Z — Р). (9) 
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利用 (5) 式 和 (9) 式 就 可 得 到 表达 式 (1). . 
例 函数 1/x* 仅 有 的 奇 点 是 在 原点 的 级 为 2 的 极点 ， 且 在 有 限 平面 上 没有 零点 ， 特 别 地 ， 


这 个 函数 在 单位 圆 е (0 委 % 委 2r) 上 解析 ， 没 有 零点 ， 若 我 们 让 С 沿 顺 时 针 方 向 ， 由 上 述 定 
理 ， 有 


Вр CERY w=1/2? FRAT ARS w= 沿 顺 时 针 方 向 两 周 ， 这 可 以 通过 醋 的 参数 表示 w= 
е 9 (0<6X2n) i HEA. 


80 ЖЖ 


本 节 的 主要 结果 是 儒 歌 定理 ， 它 由 79 节 的 幅 角 原理 而 得 ， 它 在 复 平面 上 的 一 个 局 部 区 域 
非常 有 用 ， 这 个 局 部 区 域 上 往往 给 定 一 个 有 零点 的 解析 函数 ， 

定理 ”假设 

Gi) Bak f(z) 和 g(z) 在 简单 闭 力道 C 上 和 它 的 内 部 均 是 解析 的 ; 

(ii) 在 国道 C 上 每 点 均 有 | f(z) | >| g(z) | 成立， 则 按 重 数 计算 ， BH f(z) 和 f(z) 十 
g(z) 在 围 道 C 内 有 相同 的 零点 . 

定理 中 国道 C 的 方向 显然 是 不 重要 的 ， 因 此 ， 不 妨 设 为 正方 向 ， 注 意 到 ，f(z) 和 f(z) 十 
g(z) 在 C 上 都 没有 零点 ， 因 此 当 = 在 围 道 C 上 时 ， 有 

|0) |>| gz) 20 和 | f(z)+g(z) | | fC) |-| eG) |] > 0. 
若 用 Z ЖИ HER f(z) 和 f(z) 十 g(z) 在 C 内 按 重 数 计算 的 零点 数 ， 由 79 节 中 的 定 


理 得 
7; = + Acare f(z) 和 Ин, = 5 АсатаГ f(z) + g(z)]. 
х х 
相应 地 ， 由 于 | 
Acarg[ f(z) + g(z)]= Acar [rofi] 
carg z 8\= carg f(z) 
= Acarg f(z) 十 Acarg| 1 十 гез 
BRA 
Zma = 2 十 土 AcargF(z)， a) 
2л 
其 中 
— g 2) 
F(z) = 1+ f(z)" 
但 是 
_11_ lee | , 


这 意味 着 ， 在 映射 w= 王 F(z) 下 ，C 的 像 落 在 开 圆 盘 | w 一 1 | <1 内 ， 这 个 像 不 包含 w=0, H 
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此 AcargF(z) 二 0， 由 (1) 式 可 得 Zae =Z CHEE. 
Я 为 了 确定 下 面 等 式 

z — 422 2—1 = 0 (2) 

ЖЕ | | = 内 根 的 数目 ， 记 
f(x) 一 一 42 和 в = 27 十 z 一 1. 

注意 到 , 当 |z|=1 时 ，| f(z) | =4 | z| =M] g| <|=|'+|=| +1=3, 因此 满 
足 儒 软 定理 的 条 件 ， 由 于 OER | z | =1 内 按 重 数 计 算 有 3 个 根 ，f(z) 十 g(z) 亦 然 ， 即 
(2) 式 有 3 个 根 . 


练习 
1. C 为 单位 贺 | = | 王 1， 方 向 为 正 ， 利 用 79 节 的 定理 确定 Acargf e) КИВ, 
(a) f(z) =2’; Cb) f(z) = (2° +2)/z; (с) f(z) = (25—17 / 2’. 
答案 : (a)4r; (b)—2n; (8r. | 
2， 假 设 函 数 在 简单 闭 围 道 C 上 和 内 部 是 解析 的 ， 并 且 f(z) 在 v 
曲线 С 上 没有 任何 零点 ， 使 C 在 映射 这 = S) РАНЕЕ ШИ 102 所 示 ro 
的 闭 围 道 看 图 确定 Acargf(z) 的 值 ， 并 利用 79 节 的 定理 确定 SE 
C 内 按 重 数 计算 的 零点 数目 . - 
答案 : бл; 3. 


3. 利用 79 节 的 注 ， 假 设 卫 不 包含 原点 双 =0， 且 有 一 条 从 原点 
出 发 与 卫 不 相交 的 射线 ， 通 过 观察 ， 我 们 知道 ， 当 点 BC 一 周 时 ， 
Acargf(z) 的 模 一 定 小 于 2x， 通 过 回忆 知道 ，Acargf(z) 是 2x 的 整数 
倍 ， 指 出 为 什么 荆 关 于 原点 w=0 的 环绕 数 一 定 是 0. 

4. 假设 函数 f 在 以 简单 闭 围 道 C 为 边界 的 区 域 DD 内 亚 纯 ，f 在 C 上 解析 没有 零点 ，D。 
表示 DD 内 除 极 点 外 ， 所 有 点 组 成 的 区 域 ， 利 用 26 节 的 引 理 和 69 节 练 习 10， 指 出 若 fz) 在 D 
内 不 恒 等 于 零 , MED 内 的 零点 都 是 有 限 阶 的 ， 而 且 零 点 个 数 也 是 有 限 的 。 

提示 : 注意 到 车 DAWA: 为 了 的 无 限 阶 零点 ， 则 一 定 存在 z 的 一 个 邻 域 ， 在 此 邻 域 中 
f(z) 恒 等 于 零 . . 

5. BREY f 在 正 向 简单 闭 围 道 C AMC 上 解析 ， 且 在 C 上 没有 零点 , 证 明 : ASE 
内 有 个 零点 zi(4 二 1，2，…，7)， 其 中 每 一 个 z 的 重 数 为 m:， 则 

| fd = ani Dymze. 

[ 当 P=0 时 , У 79 节 (9) 式 比较 , ] 

6， 确 定 下 列 多 项 式 在 圆 | z | =1 内 按 重 数 计算 的 零点 数 : 

(а) 25 —52* Hz? — 22; (b) 22—22° 222 — 22-9 

答案 : (а)4; (ЬО. 

7， 和 确定 下 列 多 项 式 在 圆 | z | =2 内 按 重 数 计算 的 零点 数 : 


图 102 
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(а) 2* +32? 6; (b) 24—22? 4922 2—1; (с) з? 4322 = 1. 
BE: (а)3; (502; (6е)5. 
8. MEFR 


22 — 627 +z +1 = 0 
在 圆 环 1< | z | <2 内 按 重 数 计算 的 根 的 数目 . 
BR: 3. 
9. 证 明 : Hc 是 一 个 复数 ,使 得 | c | >e, WER c= ЖИ | z | =1 内 按 重 数 计算 有 
п МА. 
10. i f(z) ==" 和 g(z) 二 ao 十 a1z 十 … 十 a,_1z”!， 利 用 颂 吹 定理 证 明 任 意 多 项 式 
P(z) = а +ах + Ба 12 +a,2z" (а, 5 0), 
其 中 n 宇 1， 恰 有 按 重 数 计算 的 个 零点 ， 请 给 出 代数 基本 定理 (49 PER 2) 的 另 一 个 证 明 . 
提示 : 注意 到 ， 可 以 让 а, 为 单位 元 ， 然 后 证 明 在 圆 | z | 一 RR 上 |g(z) | <I f], Е 
中 民 充 分 大 ， 特 别 地 ， 大 于 | 
1 十 | ae | 十 | а | 十 … 十 | am |, 
11. 49 节 中 的 不 等 式 (5)， 保 证 了 多 项 式 
P(z) 一 ao 十 az 十 … 十 aizr + а,=” (а, 5 0) 
n21 的 零点 都 位 于 圆 | z | 二 R 内 ， 练 习 4 也 告诉 我 们 多 项 式 的 零点 的 级 有 限 和 零点 数目 N 有 
限 ， 利 用 79 节 中 的 (9) 式 和 64 节 中 的 定理 证 明 


N= Res Р (1/z) 


gPa)’ 
其 中 零点 按 重 数 计算 ， 然 后 计算 留 数 以 证 明 N=n ORR 10). 
12， 设 两 函数 f 和 g 如 80 节 侨 歌 定理 所 述 ， 围 道 C 方 向 为 正 ， 定 义 函 数 


ГО’ 一; 二] 
0 = 1], Ro rea (08:80 


БИТА h RERNA — MEN. | 
(a) 指 出 所 定义 的 @( 纪 中 ， 为 什么 被 积 函 数 的 分 母 在 С 上 不 会 为 0， 而 保证 了 积分 的 存在 . 
(bz 和 za 是 区 间 OKKI 内 的 任意 两 点 ， 证 明 | oo 


| t—to | 
2к 


Е Ра = РЕ _ 
| Ф(0) — Фа) |= | (во (f+ ne | 


在 指出 为 什么 不 等 式 
fe’ — f'e < | fe’ — fe | 
GFtigd(fttne)| Ч 1-Е 
在 C 上 成 立 之 后 ， 证 明 存在 一 个 正常 数 A， 与 上 和 to 无 关 ， 使 得 
| BG) — BC) | <А |: + |. 
从 这 个 不 等 式 可 以 得 到 ФОЛЕХИ 0<:<1 上 连续 . 
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(c) 通 过 考虑 79 节 的 (9) 式 ， 指 出 为 什么 对 每 一 个 :，0 志 1 和 1， 函数 Ф 的 值 表 示 了 f(z) 十 
tg(z) 在 C 内 的 零点 数目 ， 然 后 和 (b) 一 样 可 以 推出 ФЕН, ГТД СЕ С 内 按 
重 数 计 算 有 相同 数目 的 零点 . 


8 逆 拉 普 拉 斯 变换 


假设 复 变量 ; 的 函数 下 在 整个 有 限 s 平面 上 除了 有 限 个 孤立 奇 点 外 解析 ，La 表示 从 s= 
7 一 iR 到 s 一 7 十 iR 的 垂直 线段 ， 其 中 常数 7 为 正 且 充分 大 ， 使 得 下 的 奇 点 都 位 于 线段 的 左 方 
(图 103). 


图 103 


实 变量 : 的 新 函数 f 当 t 为 正 时 ， 定 义 为 等 式 


fa) = = lim| e'F(s)ds (t>0); (1) 
Лі Rroo. LR 
因此 这 个 极限 存在 ，(1) 式 常 外 表 示 为 
tice 
fO = sp. v.{ e'F(s)ds (> 0) (2) 
лі ую 


[对 照 71 节 的 (3) 式 ]， 该 积分 表达 式 称 被 为 布 罗 米 奇 (Bromiwich) 积 分 . 
可 以 证 明 ， 当 所 讨论 的 函数 的 条 件 更 广泛 时 ， SOR Рс ERAEM TR, 车 F(s) 是 
f(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 定 义 为 


F(s) = [ef wa, (3) 


那么 ，f( 四 可 以 通过 2) 得 到 ， 其 中 y 的 选择 是 不 重要 的 ， 只 要 下 的 所 有 奇 点 都 位 于 Lx МЕ 
侧 s ， 拉 普 拉 斯 变换 和 逆 拉 普 拉 斯 变换 对 于 解决 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 都 非常 有 用 . 
当 F(s) 确 定时 ， 留 数 经 常 被 用 来 计算 (1) 的 极限 ， 具 体 来 说 , 令 5,001, 2, o, MRR 


О 关于 拉 普 拉 斯 变换 对 于 这 些 细节 的 进一步 处 理 ， 请 参考 R. У. Churchill, Operational Mathematics, 3d еа. ， 
1972, Se T AS TOL A RR RE РО). у 
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F(s) 的 奇 点 ， 然 后 令 К, 表示 它们 模 的 最 大 值 ， 考 虑 半圆 Cg ， 其 参数 表示 为 
s=y+R” (сөс), (4) 
其 中 R>>R。 十 Y7， 注 意 ， 对 于 每 一 个 s, 都 有 
|s = у 1<| 5. lt+y<SR+y< К. 
因此 ， 奇 点 都 位 于 以 Ce ALe 为 边界 的 半圆 内 ( 见 图 103) ， 柯 西 留 数 定理 告诉 我 们 
| “Ев = «У Вее Е 00) — | e"F(s)ds. (5) 


现在 假设 ， 对 CR 上 的 所 有 点 ， 存在 正常 数 MR 使 得 | FCs) | <Mr, 其 中 当 R foort, Ме 
趋 于 0， 我 们 利用 Cr 的 参数 表示 (4) 式 有 


3/2 
[nF Gods = f" expC + Rie) PCy + Re") Веб, 
К к, 


然后 ， 由 于 
| ехр(у + Rte”) | = ete? 和 | F(Y + Ре) |< Мь, 
我 们 得 到 


| e“F(s)ds 
但 是 ， 代入 $=0 一 (x/2)， 和 74 节 的 (2) 式 一 起 表明 


| ебе 10 = f е = dg <Š r 


/2 


3х/2 
< е? ‘Ми | И ек9 do. (6) 


不 等 式 (6) 因 此 变 为 


|| е"Е(5)45 1% (7) 
CR 


e Mra 
t kd 
上 式 证 明了 
lim| e"F(s)ds = 0. (8) 
Ro Cp 


在 (5) 式 中 ， Hf RT, 则 我 们 可 以 看 到 在 (1) 式 中 定义 的 函数 OPERET AA FAR 
F#m, Вр 


fO = > Resle"F(s)] (> 0). (9) 


在 拉 普 拉 斯 变换 的 许多 应 用 中 ， 局 如 在 讨 论 热 传导 和 机 械 振 动 出 现 的 偏 微 分 方程 的 解 时 ， 
函数 F(s) 在 有 限 平面 上 除了 孤立 奇 点 (nz 一 1，2，…) 的 无 限 集合 外 是 解析 的 ， 而 且 这些 点 位 
FER Re з=у 的 左 侧 ， 寻 找 f(z) 的 方法 经 常 是 这 样 的 ， 将 (9) 式 的 有 限 和 代 之 以 留 数 的 无 限 
BR: 


РО? = У) Resle*F(s)] (2 2> 0). (10) 
n=l Th 
最 基本 的 修改 为 代替 垂 线 Le AM s=y— iby Aj s=ytiby WER 1.031, 2, =), PM Cr 
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被 从 y +iby Bl) y— iby 的 曲线 Cu(N=1, 2, …) 所 代替 ， 使 得 对 每 一 个 N, Lyt+Cy 的 和 是 一 
YL Sis Spo ”SN 的 简单 闭 围 道 ， 一 旦 证 明了 


lim | erFl)ds—=0, (11) 
N-»oo, CN 


(2) 式 中 的 Fo) 变 为 (10) 式 . 

围 道 Cy 的 选择 由 F(s) 的 性 质 来 决定 ， 一 般 的 选择 是 圆 或 抛物 线 和 和 矩 形 路 径 。 而 简单 封 闲 
围 道 Ly 十 Cn 不 必 恰 包含 М 个 奇 点 ， 例 如 ， 当 在 区 域 LN 十 Cw 和 上 Lwti 十 Cn+1 之 间 包 含 Fls) 的 
两 个 奇 点 时 ，e*F(s) 对 应 的 留 数 对 可 以 简单 地 看 做 级 数 (10) 的 单独 一 项 ， 由 于 在 任何 条 件 下 得 
到 极限 (11) 都 是 非常 繁杂 的 ， 在 接 下 来 的 例子 和 相关 的 练习 中 ， 凡 是 涉及 有 无 穷 多 个 极点 ， 我 
们 均 假 设 条 件 (11) 成 立 ” ， 因 此 ,我 们 只 是 在 形式 上 利用 (10) 式 . 


82 举例 


81 节 中 表达 式 (9) 和 (10) 中 e*F(s) 的 留 数 之 和 的 计算 经 常用 到 本 节 练 习 12 和 13 中 所 用 的 
技巧， 我 们 在 这 里 先 叙述 这 些 技巧 ， 然 后 讲 例 子 . 
假设 s 为 F(s) 的 m 阶 极点 ， 在 去 心 图 0 一 | s 一 so。| <К, 上 的 洛 朗 展开 式 的 主要 部 分 为 


b, ++ .十 一 2 Cbn Æ 0). 


S— So о Cs — 50)" 
然后 


Resle"F(s)] = ее + Peet oe + o 


GAD] 
当 极点 so 形 如 so а 1808740), BE F(s) 的 解析 点 有 FC5) = FG) (参见 27W), n= ipt 
是 m 级 极点 ， 而 且 ， 当 上 是 实数 时 ， 有 

ResLe*F(s) 1+ Res[e“F(s) ] 


= at 8: “2 m-l 
= 2e Ref [a+ 十 下 :十 +o рт’ ]}. (2) 
HBAS % 是 一 个 简单 极点 Cm 二 1)， 表达 式 (1) 和 (2) 分 别 为 
Вез[е"Ё (5) ] = ev! ResF(s) (3) 
和 А . И ИЕ 
Кез[е“Е (5) ] + Кез[е*Е (5)] = 2e“ Ве[е# ResF(s) 1, (4) 
例 1 我 们 来 求 与 | | 
ЕС) = рат ба 2 0). (5) 


© ЖФА АЈА, ШВ В. У. Churchill, Operational Mathematics, 3d ed. ，1972， 实 际 上 ， 下 一 节 
例 3 所 找 的 道 变换 在 该 书 pp. 220-226 有 详细 证 明 . 


L Ав 


292 


218 | #7: 


对 应 的 函数 У. 
ЕС) Kat SESE 


so 二 ai 和 s 二 一 ai. 


将 F(s) 表 示 为 
F(s) = ,其 中 $s) = 


(s— ai)? ata 
$(s) 在 点 so=ai 是 解析 和 非 零 的 ， 因 此 s 是 F(s)mm 一 2 级 极点 ， 此 外 ， 在 F(s) 的 解析 点 上 
天 (5 一 FG)， 因 此 ，s 也 是 F(s) 的 阶 为 2 的 极点 ， 由 (2) 式 可 以 得 到 
ResLe"F(s) ] + ResLe“F (s) ] = 2ВеГе“ (6, +], (6) 


其 中 б; 和 bz 是 函数 Е(5) Е ai 点 的 主要 部 分 
b bz 
5— аі + Gray? 
МЕЖ, KOO CE зо =0i 处 展开 为 Taylor 级 数 ， 利 用 前 两 项 可 以 很 容易 确定 这 两 个 系数 ， 即 
1 1 А р $ (аі) 
FO) = р = G al #90 ta 
= Lai) _ + $ (ai) +... 
(5 — ai) 5— аі 
直接 可 以 得 到 aiD = — 1/ (да) Ф (ai) = 二 0， 这 样 就 可 以 得 到 如 二 0 ЖЬ, = — 21/ (4а), ВШ, 
(6) 式 就 变 为 


(sai) +] 


(0 <|s—ai |< 2a). 


4a 2а 
然后 ， 如 果 FOME 81 节 中 用 楷体 字 写 的 边界 条 件 ， 我 们 可 以 得 到 结论 


Res[e"F Сх) ] + ResLe"F (s) ] = 2Re| e (- 44 ) ] = a tsinat. 


УО) = i tsinat (1 > 0), | (7) 
为 证 明 边 界 条 件 ， 我 们 假设 为 半圆 上 任意 一 点 ， 即 
s=y+R” (т <0< =“), 


其 中 у>0 和 R>a 十 y; 同时 我 们 有 
1s1=17 十 Res | 和 7 十 R 和 |slaly+Re*|>ly-RI=R-y>a, 


由 于 | 
|2 +a [> 15 а |[> 80 а >0, 
可 以 得 到 结论 
151 = УК 
| FCs) | = я +a’ [2 < Mr 其 中 Mr К у)? а? }` 


由 于 R>co 时 Ma 一 0， 因 此 需要 的 边界 条 件 就 建立 了 . 
例 2 м 
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tanhs sinhs 
F(s) = = = ys 
5 sê coshs 


时 ， 为 了 找到 函数 0), ЕЯ FOE s=0 和 coshs HBA (34 节 ) 
s = (至 二 nn)i (n=0, +1, + 2,---) 


有 孤立 奇 点 ， 即 如 下 点 


s=0 和 s = Di ge PDG nm 1,2,.), 
2 2 
则 有 
fŒ = Resfe"F(s)] + У) (ResLe*F (s)] + Resle"F(s)]}. (8) 

= n=1 ssa s=5, 
麦克 劳 林 级 数 的 商 为 洛 朗 级 数 表示 | 

_ 1, м; _1_1 п 

F(s) = + SOM = gst (0<IsI< 3), 


这 告诉 我 们 ，so 二 0 是 F(s) 的 简单 极点 ， 留 数 为 1， 因此 根据 (3) 式 有 
~ Resle"F(s)] = ResF(s) 一 1， ; (9) 


通过 应 用 69 节 中 的 定理 2 的 方法 来 找到 简单 极点 和 确定 这 些 点 的 留 数 ， 可 以 很 容易 地 找到 
FOO 5, (п=1, 2, 0) Ж, АЖИ, KAA 


F(s) = Р ,其 中 p(s) = sinhs 和 gqg(s) = s?coshs 


同时 又 有 
sinhs, = sinh| i( zx 一 5) |= isin( zx 一 至 )= 一 ісоѕил = (—1)"1i £0. 

然后 ， 由 于 . 

p(s.) = sinhs, #0, 9(5,„) = 0, 和 д Csa) = stsinhs, Æ 0, 
可 以 得 到 | | 

_ ps) 1 4, 1 
ResF (s) па) я х2 (2и — 1)° (n = 1,2,9 

[比较 69 节 中 的 例 3] 由 恒等式 


sinhs = sinhs 和 coshs = coshs 
(参见 34 节 练习 11) 可 以 得 到 在 F(s) 的 解析 点 处 有 天 (3 = FG), Pitts, EE РС 0—1 RR 
点 ，(4) 式 就 为 


Res[e“F(s)] +Res[e"F (5) ] 


4 т Г. @n= 1) at 
一 2Re к? е туғ; 7 о |} 
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8 1 (2n— 1) xt 
2 


I (п = 1,2,.). (10) 
最后， 将 (9) 和 (10) 代 人 到 (8) 中 ， СИ 
f(D =1- sy 元 az) pros See (> 0). (11) 


例 3 我 们 现在 考虑 函数 


Ы 1/2 
fis) = abt? (0021), (12) 


其 中 354 表示 这 个 双 值 函数 的 任意 分 支 ， 然 而 ， 我 们 假设 在 分 子 和 分 母 里 用 同一 个 分 支 ， Му 
不 是 下 (s) 的 奇 点 时 ， 有 


Fs) = ast? + Cas? 8/38) + 5/6 He 
5572 + (51/2)? /31 十 … A 54 5/6 + + 


5 一 0 显然 是 它 的 一 个 奇 点 ， 另 外 我 们 知道 s 的 支 割 线 并 不 位 于 负 实 轴 ， 因 此 sinh(1/2) 沿 此 
轴 有 定义 ， 若 其 他 的 奇 点 为 = пті (п 1, 2, =), 点 

s 一 0 Ж s =— піт? (n= 1,2,.) 
构成 F(s) 的 奇 点 集 ， 问 题 现在 转化 为 计算 用 形式 级 数 表示 的 留 数 ， 


(13) 


70) = Rest e"F (s)] + У) КезГе"Р (9), (14) 


(13) 584 BRR As НЕ ВОК BEA s 是 FCs) 的 简单 极点 ， 国 数 为 Z， 因 此 (3) 式 告诉 我 们 
КеѕГе“Е (5) ) = 2. (15) 


至 于 F(s) 在 奇 点 5 一 一 7 x (n=l, 2, …) 的 留 数 ， 我 们 记 


Ро) = BS 其 中 p(s) = sinh(zs’?) 和 gls) = s sinh(s!”). 


如 例 2 所 做 ， 应 用 69 的 定理 2， 注 意 到 


p(s,) = sinh(zs¥7) 40, q(s,) = 0,9 (5,) = 5 5i/*cosh( sy") A0, 


这 告诉 我 们 s, 是 FCs) 的 简单 极点 ， 留 数 为 


ResF (s) = РС») = 2,1" 
ас.) ) п п 


эшякх. 


因此 ， 由 于 (3) 式 ， 


Веѕ[е"Е (5) ] = е" КеѕЕ (5) = 2. с, =" ‘шли. (16) 


将 (15) 式 和 (16) 式 代入 (14) 式 ， 得 到 函数 
РО 2+2 > Си вита (1 > 0). (17) 
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练习 


在 练习 1 到 5， 利 用 81 节 和 82 节 的 例 1 的 方法 ， 找 到 与 给 定 函 数 F(s) 对 应 的 函数 f(z). 


L Еб) = 25 

. ее 

BR. РО) = соѕһ (2: соѕ 4/22. 
= 25— 2 

、(s 十 1) (8 +2s+5)' 
答案 : Котен 


2. Fs) 


3. Е(5) = 


зев 
ЖЖ: Р) =е +e (/Ззт 32 — соѕ/32). 
И 2— an2 
4. Ее (a>0). 


答案 ; f(4)=2t cosat. 

5. Е (a>0). 

提示 : 参考 65 节 练 习 4， 利 用 F(s) 在 ai 的 主要 部 分 . 

答案 : РС) = (1-а?) ѕіпаі— аі cosat. 

在 练习 6 到 11 中 ， 利 用 关于 留 数 的 无 限 形式 级 数 和 82 节 的 例 2 和 例 3 的 方法 ， 找 到 与 给 
定 函 数 F(s) 对 应 的 函数 fC). 


sinh(xs) 


coshs (0<2<1). 


6. Е(5) = 


i = —1 
ERSO 一 工 十 元 >» AED sin Cr жа (2n - Yat 


T FCS) = Ssh)" | 

_ 4 10)" _ (2n— ln’t 
答案 :f(D) 一 1 十 元 2 тех] о |. . 
со (п5/2) 


?十 1 


© 
во = 2-45) soem, 


8. F(s) = 


= nbs! *) 
9. FOS Язь (0<2<1). 


О Жаа HERR f(t) = | sint |. 请 参考 作者 Fourier Series and Boundary Value Problems, 6th ed. , 
р. 68, 2001. у 
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一 1) 22 
答案 :f(t) = Bz —1)+ at 十 起 > CDT e *'sinnnz. 
№ 
10. F(s)=4 sinks 


答案 :了 f(t) = 25 CDT Sinn. 
n=] 


_  sinhlzs) 
11. ЕС) ЗС +a )coshs (0<z<l), 


lax 


其 中 w>0, who, = (21—199 (n=l, 2, e). 


ZRA = sinar sinat | оул Cp" , Sinoz Sinot 


COSw a 9» w — wr 


12. REKA FOER ;二 so 处 有 一 个 m 级 极点 ， 在 去 心 圆 0 二 | 5—5 | <В, 有 洛 朗 级 
数 展开 式 
— _ bz 
F(s) = De (s— so Gnu 
bm Bn 
(s— 59)" 5—5)" 


EIG- s FOE CA KARAI 


十 … 


(6, Æ 0). 


Фә 
bn F Oma Cs — So) 十 … +b, (5 — 50)? +b (5— 5)" + Dhan (s— қ)". 


n=0 


HP ERBRA (61 HPG s.) PRB — 0, НЕРЖ г" 二 ev'e“*“%”* 的 泰勒 级 
数 展开 ， 


m—2 
e” sefi + 五 G 一 s) Fee $s — 50)? 


(m— 2)! 
су... 
Нар)" + | 
证 明 如 82 节 开 头 所 述 ， 
st 59 Dai pr? bm "1 
Res[e"F(s)] = el +i atetep tape } 
点 so =a tip GAO F(s) m BURA, ЕСЕ О 0< | s—s | <R: 有 洛 朗 级 数 
ЕЛ, 
_ < уа b, 
Еб) = ла. So) ++ ote +o (Om 5 0) 


ЕНЕС) = F(s), F(s) 在 s 解析 ， 
(a) 利 用 52 节 练 习 6 的 帮助 ， 指出 当 0< Е 5—5 | <Е, 时 ， 如 何 得 到 


оо 


FG) = У а-и += га 590). 
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然后 ， 为 了 得 到 F(s) 在 去 心 图 0< | * 一 % | ЗВ, 的 洛 朗 级 数 展开 ， 用 代替;， 并 推断 % 是 


Е(5) т RRA. 
(b) 利 用 练习 12 和 上 面 (a) 的 结果 来 证 明 
Res[e“F С) J+ Кеѕ[е*Е (s) ] 


= 2e" Ree [ + Pt а ] | 


(т— 
当 上 为 实数 时 成 立 ， 如 82 节 开 头 所 述 . 
14. ЕС) Ж 23 13 中 的 函数 ， 在 这 里 记 非 零 系 数 bn 为 指数 形式 ， ЖАЛЬ, =TmeXPCiOm ) » 


然后 ， 利 用 练习 13 中 (b) 部 分 的 结果 证 明 ， 当 + 是 实数 时 ，e*F(s) 在 so =a tip #15, hI A 


数 之 和 包含 项 
_ 27 __, 
(m—1)! 
ЕЖ |5 а>0, М: Aok, RER :e" 趋 近 ce， 因 此 ， 当 通过 求 e*F(s) 的 留 数 之 和 来 
寻找 ГО) ВЭ ГЕН НТВ ВЕН, № 0， 上面 所 说 的 项 并 不 一 定 是 f(2) 的 组 成 部 分 ， 它 被 称 
为 共 括 项 ， 车 mm 之 2 Н a 二 0， 这 个 项 也 是 共振 项 . 


"те" соз( ВЕ + Om). 


第 8 章 初等 函数 的 映射 


在 第 2 章 的 第 12 节 和 第 13 节 中 ， 我 们 已 经 介绍 过 复 变 函数 作为 映射 或 变换 的 几何 解释 . 
本 章 中 我 们 考察 复 变 函数 如 何 通过 图 形 方法 映射 成 某 种 曲线 和 区 域 . 


我 们 将 介绍 初等 解析 函数 映射 成 各 种 曲线 和 各 种 区 域 的 更 多 例子 ， 这些 结果 在 物理 问题 上 . 


的 应 用 将 在 第 10 章 和 第 11 章 中 详细 阐明 . 


83 ”线性 映射 
先 看 映射 
这 里 A 是 一 个 非 零 复 常数 且 x 关 0， 我 们 用 如 下 指数 形式 表示 A 和 z = 
A=ae*, = = те. 


则 
ш = (are, (2) 
由 式 \2) 可 知 ， 映 射 (1) 把 = 的 半径 ~ 伸 长 或 收缩 了 a= | A | 倍 ， 并 且 * 的 辐 角 围绕 原点 旋转 
了 a 二 argA， 因 此 ， 给 定 区 域 的 像 在 几何 图 形 上 类 似 于 原来 的 区 域 . 
映射 
ш = х + В, (3) 
平移 了 向 量 B， 这 里 B 是 一 个 复 常数 .。 即 ， 如 果 . 
ш = и іо, z=atiy, B= bi +ib, 
则 z 平 面 上 任何 点 (x，y) 的 像 是 多 平面 上 的 点 
l (изо) = (х +b sy +b). | (4) 
因为 x 平面 上 任何 给 定 区 域 的 每 一 点 以 这 种 方式 映射 成 ww 平面 上 的 点 ， 所 以 其 像 区 域 在 几何 
图 形 上 类 似 于 原来 的 区 域 。 | 
一 般 地 ，( 非 常数 ) 线 性 映射 
i w=Az+B (А 5 0), (5) 
是 映射 
2= Ах (4 天 0) М w=Z+B 
HEA. 显然 映射 
Z=Az (A#0) 和 w=Z+B 
是 一 个 伸缩 旋转 和 一 个 平移 ， 下 面 我 们 进一步 解释 。 
例 映射 | 
ш = (1+ 0+2 
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! 
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把 = 平面 上 如 图 104 所 示 的 和 矩形 区 域 映 为 w ERLE. See 

= (1+0: 和 w=Z+2 
的 复合 就 可 看 出 ， 因 为 1 十 ;一 V2exp(ir/4)， 第 一 个 映射 伸 长 了 V2 倍 ， 角度 旋转 了 r/4， 第 二 
个 映射 向 右 平移 了 两 个 单位 . 


104 w=(C1+i)2t2 


练习 


1. 说 明 为 什么 映射 w= iz 是 = 平面 上 向量 > 旋转 了 记得 到 的 向 量 ? 求 出 无 限 带 形 区 域 
0<х<1 的 像 集 . 

ЖЖ: 0<0<1. 

2. 证 明 映 射 w==iz 十 i PEF Hc >0 映射 为 半 平 面 "0. 

3， 用 (a) 极 坐标 ;，(b) 直 角 坐 标 求 出 映射 

w= (1+2) = 

把 半 平 面 y>O 映 成 的 区 域 ， 并 画 出 该 区 域 . 
ЖЖ: ори, 

4. 求 出 半 平 面 у>1 在 映射 w= (1—02 РИ. 

5， 求 出 半 无 限 带 形 zx 之 0，0<y<2 在 映射 w=iz 十 1 下 的 像 ， 并 画 出 带 形 和 像 所 在 的 
区 域 . 

ЖЖ. —1<и<1, v<0. 

6. Ш ww=A(z 十 B) 的 几何 图 形 ， 这 里 A、B 是 复 常 数 ， 且 А50. 


84 RRA w=1/z 


方程 
(1) 


w = 


x |= 


把 ww 平面 和 z 平 面 上 的 非 零点 一 一 地 对 应 起 来 . 因为 zz 一 | x |? ,所 以 映射 可 由 连续 


41 F Bi 64 HR At 


227 
Ba р 300 
=l —? | 
Z= Top wal (2) |301 
来 描述 . | 


第 一 个 映射 是 单位 圆 | = | =1 КИЗ. НЯ, ат 


121= т 和 argZ = argz 


的 点 Z， 因 此 圆周 | = | =1 外 面 的 点 映 成 圆周 | > | =1 内 的 非 零点 (如 图 105), 921%. Ш. 
|z| ==1 上 的 任意 点 映 成 它 自身 ，(2) 式 的 第 二 个 映射 是 一 个 简单 的 实 轴 上 的 反射 ，. 


105 
如 果 把 映射 (1) 写 成 ， 
Те) = 1 (z#0), | (3) 


就 可 以 在 原点 和 无 穷 远 点 定义 ,使 得 在 扩充 复 平 面 上 连续 .为 此 ， 我 们 只 需 参 阅 第 16 节 ， 
有 


a _ a о 
муто) =o И ооо С 
和 
. ， 1 
НиТ) =0 WW limT(—)= 0. (5) 
Zoo 2—0 < , 


为 了 让 了 在 扩充 复 平 面 上 连续 ， 且 保持 = 的 值 不 变 ， 记 作 
TO) = оо, Tio) =0 和 Tœ = Ł, (6) 


更 精确 地 ，(6) 式 和 (C4) 、(5) 式 的 第 一 个 极限 表明 ， 对 扩充 复 平面 上 的 每 一 点 a BH m 一 0 
和 >, =, 有 
lImT(z) = T(z) a (7) 
工 在 扩充 复 平面 上 处 处 连续 就 是 (7) 式 的 结论 ( 见 第 17 节 )， 由 于 连续 性 ， 无论 何 时 ， 当 讨论 的 
函数 上 涉及 无 穷 远 点 时 ，T(z) 都 是 默认 的 . 
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85 №8} 1/z 
点 w=utiv 是 非 零点 z= 二 zx 十 iy 在 上 映射 w= 二 1/z 下 的 像 点 , 记 w=z/ | е |2, М 
= = У 
и ржу" v= фу (1) 


ЗН, ИЯ z=1/w=w/ | w | *， 所 以 有 


(2) 


— u —_ Z1 
. Печи’ l афо 
下 面 基 于 两 个 极 坐 标的 这 一 关系 的 讨论 表明 : RH 11/2 把 加 和 直线 仍然 映 成 圆 和 直线 . 5 
А, В, С, D EWER B’+C>4AD 的 所 有 实数 时 ， 方程 
A(z? +y) + Br +Cy+D=0 (3) 
是 任意 的 圆 或 直线 ， 若 方程 表示 圆 ，A 关 0; Жата. А=0. 4AAOM, BRER 
条 件 B+C’>4AD. ЧИНУ, (DRESA 
By сү (УС Ар \’ 
(ед) ++) = (PR). 
当 A=0 时 ， 条 件 变 成 B+C>0, ARR B 和 C 不 同时 为 零 ， 回 到 楷体 部 分 的 证 明 ， 我 们 
看 到 ， 如 果 x，y 满足 (3) 式 ， 我 们 可 以 用 (2) 式 代替 这 些 变量 ， 化 简 后 ,zx о 满足 (也 可 参见 
下 面 的 练习 14) 
D? t) + Bu-—-Cu+A=0;, (4) 
这 表示 一 个 圆 或 -条 直线 ， 反之， 如 果 u 和 wv 满 足 (4) 式 ， 由 关系 式 (1) 可 知 z，y 满足 (3) 式 . 
由 (3) 式 和 (4) 式 知 
Oz 平面 上 不 经 过 原点 (D 尖 0) 的 圆 (A 夭 0) 映 成 也 平面 上 不 经 过 原点 的 圆 ; 
(ii)z 平面 上 经 过 原点 (D=0) 的 加 (4A 闫 0) 映 成 w 平面 上 不 经 过 原点 的 直线 ; 
(ii)z 平面 上 不 经 过 原点 (D 尖 0) 的 直线 (A=0) 映 成 妈 平 面 上 经 过 原点 的 圆 ; 
Civ)z 平面 上 经 过 原点 CD=0) 的 直线 (A 二 0) 映 成 w 平 面 上 经 过 原点 的 直线 ， 
例 1 由 (3) 式 和 (4) 式 ， 垂 线 r= la A0) ARH w= 1/z 映 成 圆 一 a (ww 十 ) 十 4 二 0， 或 
CE © 
ACS) AO te и 轴 上 且 同 v 轴 相 切 ， 由 (1) 式 ， 直 线 上 的 点 (c ，y) 的 像 为 
| КЕ И Ly 
(u,v) = CET >). 
如 果 >0， 圆 (5) 的 圆心 显然 位 于 轴 的 右 侧 ， 因 为 点 (c， y) 在 整 条 直线 上 移动 ， 所 以 
它 的 像 沿 道 时 针 方向 跑 遍 整个 圆 ， 扩 充 xz 平面 上 的 无 穷 远 点 对 应 忆 平面 上 的 原点 . 因为 如 果 
y<0, 那么 v>0; ЖАЗ y 从 负 值 增加 到 0 时 ，v 从 0 增加 到 1/c,， 当 > 沿 正 值 增加 时 ， wv 是 
MAJ, u 减少 到 O. | l 
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男 一 方面 ， 如 果 с <0, AUT о 轴 的 左 侧 ， 当 点 Cc1，y) 向 上 移动 时 ， 它 的 像 仍 然 跑 遍 整 
个 圆 ， 但 为 道 时 针 方 向 ， 见 图 106, 说 明了 c =1/3 с =—1/2 的 情形 . 


图 106 w=1/z 


例 2 映射 w=1/z ПУ y= с (с HO RAD 
А 2 1 2 1 2 
и + (0+ >) = (5) ， | (6) 
这 个 圆 的 中 心 在 v 轴 上 并 同 МЫ. ER 106 中 有 两 种 特殊 情形 ， 相应 的 直线 和 圆 的 方向 也 


已 给 出 . 
例 3 %4 w=1/z if, FB гра (с. 220) 8 


(«= 5) toc (+). (7) 
这 是 因为 ， 由 例 1， 任 何 直线 х=сс ВД 
et o w 


-并 且 当 c 以 大 于 c) 的 值 增加 时 ， 直 线 = 向 右 移动 到 直线 rS 的 右 侧 ， 它 的 像 圆 (8) 的 半径 
收缩 ( 见 图 107. ) 因 为 直线 z=c AAEE rn 中 的 所 有 点 ， 并 且 圆 (8) 经 过 圆 盘 (7) 中 的 所 
有 点 ， 所 以 映射 成 立 . 


图 107 w=l1/z 
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练习 


县 仅 当 不 等 式 (7) 成 立 ， 由 此 给 出 第 85 节 例 3 中 映射 的 可 供 选 择 的 证 明 . 

2. 证 明 当 ci<0 时 ， 半 平面 x<c 在 映射 w= 二 1/z 下 的 像 是 一 个 圆 的 内 部 。 当 c =0 时 它 
的 像 是 什么 ? a 

3. Hee >0 时 ， 证 明 半 平面 y>c 在 映射 w=1/z 下 的 像 是 一 个 圆 的 内 部 ， 当 c 一 0 时 它 
的 像 是 什么 ? 

4. 求 出 无 穷 带 形 0 二 y 过 1/ (2c) 在 映射 w==1/z 下 的 像 ， 画 出 带 形 和 它 的 像 ， 

BB. wt ute)? >с, эхо, 

5。 求 出 第 一 象限 >l, yO 在 映射 w=1/z 下 的 像 . 

BE: (u-t) +¥<($)» 0<0. | 

6. 证 明 附 录 B(a) 中 图 4 和 (b) 中 图 5 所 示 的 区 域 和 边界 部 分 的 上 映射， 这 里 01/2. 

7 从 几何 上 描述 映射 ww=1/(z 一 1). 

8， 从 几何 上 描述 映射 w==i/z， 并 说 明 为 什么 它 把 直线 和 圆 映 成 直线 和 贺 . 

9. RY w=i/ze 时 半 无 穷 带 形 2 >0, 0<у<1 的 像 ， 并 画 出 这 个 带 形 和 它 的 像 . 

答案 : (u-4) +v>( 主 )， u>0, v>0. 

10. i ю=рехр( Ф), 证明 映射 w= 1/2 HMR 2? — у = 1 RRMA р’ = cosp №8 5 
节 中 练习 15). 

11. SA | z | =1 AWS RH. RARER w= 二 1/z 下 的 方向 . 

12、 证 明 在 映射 w=1/z 下 当 圆 映 成 圆 时 ， 原 来 的 圆心 却 没 有 映 成 其 像 的 圆心 . 

13. 用 z Н = = ге? ПЕНЯ В ЯН 

w 一 z+, 
А 之 
把 贺 =, 映 成 参数 表示 的 椭圆 


u= (п) оо, v= (ro у.) (0<0< 2а) 


这 里 ， 映 射 w 一 z 十 二 是 恒 等 映 射 与 第 84 节 和 第 85 节 所 讨论 的 映射 的 和 ， 
14. (a) 把 第 85 节 中 方程 (3) 写 成 如 下 形式 | 
2Azz + (В – Сі) (В+ Сі)= + 2р = 0, 
这 里 ，z 一 Z 十 zy， 
(b) 证 明 当 w=1/z 时 ，(a) 的 结果 变 成 
2Dww + (В + Ci)wt(B-—CG)w+2A = 0. 
然后 证 明 如 果 wHutiv, УНР 85 节 中 的 (4) 式 . 
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提示 : 在 (a) 中 用 关系 式 ( 见 第 5 节 ) 


_z+z _ zoz 
| 2—73 和 у= “a 
86 “分 式 线 性 映射 
映射 
w= EEE (ad — be 5 0) dD 


叫做 分 式 线性 映射 ， 或 者 叫做 Mobius 映射， 这 里 a, 5，c，d 是 复 常 数 ， 我们 看 到 方程 (1) 可 
以 写成 如 下 形式 
Azw + Br + Cw + D=0 (AD — ВС + 0); (2) 
反之 ， 任 何 形 如 (2) 式 的 方程 也 都 可 以 写成 形式 (1). 因为 两 种 形式 的 方程 关于 z 是 线性 的 ， 关 
于 w 也 是 线性 的 ， 并 且 关 于 2 和 w 是 双 线 性 的 ， 所 以 分 式 线性 映射 也 叫做 双 线 性 映射 . 
当 c=0 时 ,方程 (1) 的 条 件 ad 一 6c 尖 0 变 为 ad 关 0; 我 们 看 到 由 此 映射 得 到 一 个 非常 数 线 
性 函数 . 当 c 取 0 时 ,方程 (1) 可 以 写成 


-abad _1 — | | 
w= z ‘apd Cad bc 5 0). (3) 


所 以 ， 条 件 ed 一 pc 光 0 ВЦ Е Е RM. RA w= 1/2 显然 是 映射 (1) 当 “天 0 时 的 
特殊 情形 . Е 
方程 (3) 表 明 ， 当 “ 关 0 时 ， 分 式 线性 映射 由 下 面 的 映射 组 成 : 
bc — ad 


7=е а, W=1/Z, ш = 2 + AEW (ad — к #0). 


由 此 得 出 ， 不 论 ВЕ, НИНЕ MH BA. AHR 
分 式 线性 映射 都 把 圆 和 直线 映 成 了 圆 和 直线 ( 见 第 83 节 和 第 85 节 ). 
解 方程 (1) 求 得 x 值 为 
_ —dw+b 
ста 
当 给 定点 ww 是 给 定点 z 在 映射 (1) 下 的 像 时 ， 点 = 可 以 由 方程 (4) 得 到 ， 如 果 с=0, Aa Mo 
都 不 等 于 零 ， 忆 平面 内 的 每 一 点 显然 是 平面 内 唯一 一 点 的 像 ， 如 果 cKO, 在 wHa/c 时 有 同 
样 的 结论 ， 因 为 如 果 名 =a/c， 那 么 方程 (4) 中 分 式 线性 映射 的 分 母 是 零 ， 为 了 在 扩充 = 平面 上 
定义 分 式 线性 映射 工 ， 使 得 点 ww=a/c 是 < 天 0 时 点 = 一 co 的 像 点 ， 可 以 扩大 映射 (1) 的 定义 域 . 
首先 记 me 


(ad — be #0). (4) 


z 


T(z) = 


az +b 
ad — К #0). (5) 
сх td ( 和 0) | 

然后 记 


Т(оо) = оо, Mc = 0 
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Т(оо) = 4 和 т(-=)= =, Wc 0 


回顾 第 17 节 中 的 练习 11， 我 们 知道 工 在 扩充 z 平面 上 是 连续 的 . 我 们 也 可 以 在 第 84 节 中 扩 
大 上 映射 w= 1/2 的 定义 域 得 到 这 一 结果 ， 
当 扩 大 定义 域 后 ， 分 式 线性 映射 (5) 就 是 从 扩充 z 平 面 到 扩充 ww 平面 上 的 到 上 的 一 一 映 
射 ， 也 就 是 说 ， 当 zi 关 zs 时 ， 必 有 ТО )5-Т,); 并 且 对 于 扩充 w 平面 上 的 每 一 点 也 ， 都 存 
在 扩充 = 平面 上 的 点 zx， 使 得 ТО) =. ЛР Т, ЕВН Т, Уор Е 
如 下 定义 : 
T Cw) =z EN T(z) = w. 
由 方程 (4) ， 我 们 看 到 
тосо) = 22950 
显然 ，T :本 身 是 一 个 分 式 线性 映射 ， 这 里 
Т (оо) = оо, WR с=0. 


(ad — be Æ 0). (6) 


Al 
т (“== 和 T'o 一生， ж со. 
MATHS 是 两 个 分 式 线性 映射 ， 那 么 它们 的 复合 SCT(z)] 也 是 分 式 线性 映射 ， 这 可 结 
合 (5) 式 的 表达 式 证 明 ， 特 别 地 ， 对 于 扩充 z 平面 上 的 每 一 点 z， 都 有 
| отто] = =. 
ый 把 给 定 的 三 个 不 同 的 点 xz: z, з 映 为 不 同 的 三 点 w, 
ил. иљ. 这 将 在 第 87 节 中 证 明 ， 这 里 = 点 在 该 映射 下 的 像 w 由 关于 z 的 表达 式 清楚 地 给 出 ， 
这 里 我 们 要 讲述 的 是 一 个 更 直接 的 寻找 所 求 肌 身 的 方法 
例 1 求 一 个 把 点 
z 一 一 1， 2=0, в =1 
映 为 点 
EE w =— і, w=1, w=i 
HARRAH. НУО, RELATA, 1=6/d RÆ d=b. Wik - 
az tb 
сх +b 
因为 一 1 和 1 分 别 映 为 一 : 和 i， 所 以 有 | 
i — ib =—a+b 和 ic+ib=a+b. 
把 方程 两 边 相对 应 ， 有 c 二 一 6; BRAM, Ж а=:. HU 
ibz +b bliz +1) 


w = == 


—ibz+b birti 


[bla 一 c) #0]. (7) 


w= 
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因为 5 是 任意 的 并 且 非 替 ， 所 以 可 以 取 》 为 单位 1( 或 者 把 它 约 掉 )， 写作 


例 2 假设 点 


映 为 点 
w =i, wW = CO, из = 1. 


因为 ua 一 co 对 应 点 =, =0, 所 以 在 表达 式 (1) 中 ， d=0; 所 以 
_ ах +6 
w= (be #0). (8) 


因为 1 映 为 i， 一 1 上 映 为 1， 我 们 有 
ic 二 a 十 b 和 一 c= 二 一 a 十 b; 
从 而 有 


最 后 ， 如 果 令 c=2，(8) 式 变 为 


(i 二 Dz 二 (一 1) 
w = = 
2z 


87 一 种 隐 含 形式 
方程 


Cw — wi) Cw, — ws) _ Ce 2) (ар — яз) (1) 
Cw — иљ) Cw: — мл) (2 — 23) (22 — zı) 


.( 隐 式 地 ) 定 义 了 一 个 把 有 限 z 平面 上 的 相 异 点 zx: 2. z 分 别 映 为 有 限 w Ра ЕНУ 
w, w, w 的 分 式 线性 映射 9， 为 了 证 明 这 一 结论 ， 我 们 把 (1) 式 写作 
(х zi) Cw — wy) (22 — 21) Cw, — w) = (2 — ZW w ) (zz — 23) Си» — ил). (2) 
如 果 zx 二 zi ，(2) 式 的 右 侧 为 0; 所 以 有 w=w. KVM, Ш =, OKRWHAMAO, АМ 
w=w. WE z= 二 zx;， 那 么 有 线性 方程 
(WO— ил) Cw, — из) = (Сш— мл) Cur — ил), 
其 唯一 解 为 w=w. 我 们 看 到 ， 由 (1) 式 定义 的 映射 实际 上 是 一 个 扩张 (2) 式 的 乘积 而 得 到 的 
分 式 线性 映射 ， 把 结果 写成 如 下 形式 (86 节 ) 
Azw + Bz + Cw +D = 0. (3) 


о оне х ш, АНЕ ВЕТО Е CHRP HAREM. м. 可 参见 R. Р. 


Boas, Invitation to Complex Analysis , рр. 192-196, 1993, & J. В. Conway , Functions of One Complex 


Variable, 2d ed. , 6th printing , рр. 48-55, 1997. 
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(3) 式 所 需要 的 条 件 AD 一 BC 天 0 显然 满足 ， 因 为 ， 如 刚才 所 证 明 的 那样 ，(1) 式 并 没有 定义 一 
ТЕЖ. (1) 式 定义 了 一 个 把 点 = =. z ДЖ wi. wr. w 的 唯一 的 分 式 线性 映射 ， 
证 明 留 给 读者 (练习 10). | 
例 1 在 86 节 例 1 中 所 求 的 映射 要 求 
za 一 一 1， 2 =0, z=] 和 w =—i, и 一 1， из =i, 
把 (1) 式 写成 


Сш + 1001—41) _ (= + 1) (0 — 1) 
(w—DOA+FD (100 +1)’ 


则 得 到 由 z 表示 的 解 w， 较 易 得 到 映射 
1— z 
i+: 
如 果 适 当 的 修改 方程 (1)， 也 可 以 应 用 到 无 穷 远 点 是 (扩充 )z 平面 或 z 平面 中 所 描述 点 之 
一 的 情况 . 例如 ， ma zi 一 co， 因 为 在 扩充 = 平面 上 任何 分 式 线性 映射 是 连续 的 ， 我 们 只 需 在 


方程 (1) 的 右 侧 用 一 LRE ziv Ф а FO: 


w = 


(х — 1/21) (25 — z3) z . (zz — РС — 23) _ 22 — 23 


li (a= Ve) Cee 238) а 


21790 Cz — 23) (=. — 1/21) 之 1 z1 一 0 (z— 23) (ziz: — 1) < Za у 
则 我 们 所 要 的 方程 (1) 的 修正 形式 为 


(ш — ил) lw: — из) 2 — 23 


(w— из) Cu, — ил) ZZ 
注意 到 这 个 修正 只 是 在 方程 (1) 中 简单 删除 掉 涉 及 到 z 的 因子 而 正常 得 到 的 ， 易 知 ， 当 任何 其 
他 所 描述 点 是 c2 时 同样 可 以 应 用 . 
例 2 在 86 节 例 2 中 所 描述 的 点 为 


‚ ш = 1, z: = 0, zz =— 1 和 ил = і, Wz = оо, w, = 1. 
在 这 种 情况 下 ， 我 们 用 方程 (1) 的 修正 方程 
—w, _ (х 21) (zz — 23) 
W— W Е (z — 23) (2: — zı) 


w-i_ «РОО 


ш=1 (= +1000 — 1): 
解 出 w， 我 们 得 到 了 所 求 的 映射 
_ G+Dz+G-)D 


22 
练习 
1. 求 把 点 z1=2, n 一 1， z, = —2 分 别 映 成 点 ил =1, м =, шз = —1 的 分 式 线性 映射 . 
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答案 : w= (32-21) / (1216). 

2. Ка, 00, „= 映 成 点 wi 二 一 1，ws 一 i，w 二 1 的 分 式 线性 映射 ， 虚 轴 
х=0 映 成 了 什么 曲线 ? 

3. 求 把 点 B= CO, 252-1, 23 = 0 ВЕ w =0, ws =, из = оо AG HE BRAT. 

BS, w= — 1/2. 

4, 求 出 把 点 Zp» Z2» 23 映 成 点 ил =0, и» =1, ws 一 co 的 双 线 性 映射 . 


(z— 2) Czy — 23) 
答 一 ~ 1042—34 
R: w (2—23) (zs — а)" 


5. 证 明 两 个 分 式 线性 映射 的 复合 仍 是 分 式 线性 映射 ， 如 第 86 节 所 述 . 
6. RE w= 二 A(z) 的 不 动 点 zo。 是 指 满足 SC) =z 的 点 .证 明 每 一 分 式 线性 映射 除 便 等 映 
Я} ww 一 = 外 在 扩充 复 平面 上 至 多 有 两 个 不 动 点 . 


7.。 求 下 列 映射 的 不 动 点 ( 见 练习 6) 


(z—1) _6z—9 
zi’ WE 


BR. (а х= ti; (b)z=3. 

8. В ЕЖ 87 节 中 的 方程 (1) z 和 w 都 是 无 穷 远 点 . 证明 任何 分 式 线性 映射 的 不 动 点 
(练习 6) 是 0 和 ce 时 ， 必 有 形式 w=azlaF0). 

9， 证 明 如 果 原 点 是 一 个 分 式 线性 映射 的 不 动 点 (练习 6)， 那 么 该 映射 可 写成 w= =/ (cz 十 
d), ZE 450. 

10， 证 明 仅 存在 一 个 分 式 线性 映射 ， 把 给 定 的 扩充 x 平 面 上 的 三 个 不 同 点 z!，zs， 分 别 
映 为 扩充 о ЕА ЕЮ КА и, из, из. 

提示 : TMS 是 两 个 这 样 的 分 式 线性 映射 . 然后 说 明 为 什么 SULT) 506—1, 2, 
3)， 用 练习 5 和 6 的 结果 证 明 对 所 有 的 z A STET] z, 这 就 证 明了 对 所 有 的 z， 有 
T(z) 一 SCz). 

11. 借助 于 第 87 节 的 方程 (1) 证 明 ， 如 果 一 个 分 式 线性 映射 把 z НЕЮ ЯВ Я и жЕ, Я 
么 映射 的 系数 除 可 能 的 复 常数 因子 外 都 是 实 的 ， 逆 命题 显然 成 立 . 

12， 令 Tz) = (аЬ) / (са) А T(z) =z 外 的 任 一 个 分 式 线性 映射 ， 这 里 ad—beF 
0. ЕВ T-: 一 了 T 当 上 且 仅 当 & = 一 a. 

提示 ， 把 方程 -1(z)= 二 T(z) 写 成 

(a+d)[cz? + (d—a)z—b]=0. 


88 上 半 和 平面 的 映射 


我 们 求 出 所 有 把 上 半 平 面 Inz>0 MRIFAS | w | <! 并 且 把 上 半 平 面 的 边界 Imz=0 № 
成 单位 圆 的 边界 | w| =1( 图 108) 的 分 式 线性 映射 . 
为 了 把 直线 Imz 二 0 上 的 点 映 为 图 | w | 二 1 上 的 点 ， 首先 在 该 直线 上 选择 点 = 一 0，， z=1, 
ce， 让 这 些 点 在 分 式 线性 映射 


w= (ad — be 5 0) (1) 


(а) w= 
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1н 
108 a ta (Im zo >>0) 
下 的 像 的 模 为 1. 
由 方程 (1) 可 知 ， 当 ==0 时 ， ШЖ | w| =1， 则 | 6/а | =1; Bp 
|b|=|d|40. 
由 第 86 节 ， 点 z= 二 0 的 像 ww 是 一 个 有 限 数 ， 即 w=a/c, (M4 cAO 时 . 
| w| =1 8048 | а/с | =1, 或 者 
[а |=| c 15 0; 
因为 a 和 c 是 非 零 的 ， 所 以 方程 (1) 可 写成 
_ a z+(b/a) 
eee zF A 
因为 | а/с | =1, FFB 
6 
由 (2) 式 和 (3) 式 ， 方 程 (4) 可 写成 如 下 形式 
w= её 20 (| x |=] z |520), 
a el 


这 里 a 是 一 个 实 常数 且 z。 和 zi 是 ( 非 零 的 ) 复 常数 . 

下 面 我 们 给 映射 (5) 加 上 条 件 : 当 z=1 时 有 | о | =1. 所 以 有 

|1—xz |=|1—20 |, 
或 者 
(1—21) (1—1) = (1 — 20) (1 — zo). 
但 因为 | z | = | zo |> ИМ а а 0 20, 并 且 由 上 面 的 关系 式 可 知 
z +z = 20 +2; 

Вр, Кез, = Кехо. 同样 也 可 以 得 到 


21 = Eó 或 2р = 20 • 


(2) 
所 以 当 * 一 ce 时 要 求 的 


(3) 


(4) 


(5) 


НУ |= |= 1 5 |. 如 果 z 一 zo， 那么 歇 射 (5) 就 是 常 函 数 = ехр(їа); 这 里 = =z. 
当 zi 一斑 时 ， 映 射 (5) 把 点 zo 映 成 原点 w=0; 因为 圆 | w| 一 1 内 部 的 点 是 = 平面 中 实 轴 
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以 上 的 点 的 像 点 ， 故 有 Ima, 之 0， 所 以 任何 一 个 有 本 节 第 一 段 所 述 的 映射 性 质 的 分 式 线性 映射 


都 有 形式 


aZ TZ 
w= e 220. 


(Imz, > 0), (6) 


2 — zo 
这 里 a 是 实数 . 

反之 ， 下 面 要 证 明 的 是 任何 形 如 (6) 式 的 分 式 线性 映射 都 有 我 们 想 要 的 映射 性 质 . 这 可 以 
对 方程 (6) 的 两 侧 取 绝对 值 而 得 到 并 从 几何 上 解释 了 下 面 的 方程 


Zz — Zo 


[№ |= ’ 


之 一 之 0 
WEA z 位 于 上 半 平 面 ，z 和 xz。 两 点 都 位 于 实 轴 的 同一 侧 ， 并 且 实 轴 是 连接 > 和 ze 的 线段 的 
垂直 平分 线 ， 则 可 知 距离 | = 一 z | 小 于 距离 | = 一 z | (图 108); 也 就 是 说 | w | <1. F, 
如 果 = 位 于 实 轴 的 下 方 ， 则 距离 | z 一 z。| 大 于 距离 | xz 一 z。| ， 所 以 | w| >l 最 后 ， 如 果 = 
位 于 实 轴 上 ， 因 为 | w| =1, М | z 一 zo | = | x 一 zo。 | .因为 任何 分 式 线性 映射 都 是 从 扩充 z 
平面 到 扩充 w 平面 的 一 一 映射 ， 这 表明 映射 (6) 把 平面 Inz>0 映 到 圆 盘 | w | <1 并 且 把 上 半 
平面 的 边界 映 为 辕 盘 的 边界 . 

我 们 的 第 一 个 例子 阐明 了 上 面 楷体 部 分 结果 的 应 用 .. 

例 1 在 第 86 节 和 第 87 节 的 例 1 中 ,映射 


w= itt (7) 


可 以 写成 


因此 具有 楷体 部 分 所 描述 的 映射 性 质 ( 也 可 参见 附录 В 中 的 图 13， 指 出 了 相应 的 边界 点 ). 

上 半 平 面 Imz 之 0 在 其 他 类 型 的 分 式 线性 映射 下 的 像 ， 通过 检查 问题 中 的 特殊 映射 是 较 容 
易 得 到 的 . | 

M2 = Mw=utinv, SF UE AA oe Я 

w= 21 (8) 

把 上 半 平 面 y>0 映 到 上 半 平 面 vz>0 并 且 把 ВЯ] м. 首先 我 们 注意 到 ， м 是 实数 时 ， 
蔬 也 是 实数 ， 因 为 实 轴 > 一 0 的 像 或 者 是 一 个 图 ,或 者 是 一 条 直线 ， 所 以 实 轴 > 一 0 的 像 一 定 是 
实 轴 v= 二 0， 并 且 对 任何 有 限 w FEES w, 
(=— 002 4+1) _ 2y z 
А («+0 +) 1+1 (2—10). 
所 以 数 о 有 相同 的 符号 ， 这 意味 着 位 于 zz LHW AMF u 轴 上 方 的 点 且 位 于 z 轴 下 
方 的 点 对 应 位 于 x 轴 下 方 的 点 ， 最 后 由 于 z 轴 上 的 点 对 应 w 轴 上 的 点 ， 并 且 分 式 线性 映射 是 一 
个 从 扩充 平面 到 扩充 平面 的 一 一 映射 ( 见 第 86 节 )， 上 面 所 述 的 映射 (8 满足 映射 性 质 . 


v = Imw = Im 
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我 们 的 最 后 一 个 例子 是 关于 复合 函数 ， 应 用 例 2 中 讨论 的 映射 . 


例 3 映射 
z— 1 
ш = Log (9) 
是 函数 
2= 21 和 w= 1082 (10) 


的 复合 ， 这 里 取 的 是 对 数 函 数 的 主 值 支 . 
从 例 2 可 知 ，(10) 的 第 一 个 映射 把 上 半 平 面 y> AAEE Y SO, KB ==, 
Z=X+iY. HAMA 109 易 知 ，(10) 的 第 二 个 映射 把 上 半 平 面 Y>>0 映 成 带 形 O<, Ха 
w= 二 wu 十 iv， 更 清楚 地 ， 记 2== Рехр(:9) #1 
LogZ = 18 +19 (R>0,-xn<@< nm), . 
我 们 看 到 ， 当 一 点 Z=Rexp@) O<Q<nKARARHR 0=0, 向 外 移动 时 ， 它 的 像 是 w 
平面 上 成 直角 坐标 的 点 (lnR，@u)， 显 然 像 沿 整 条 平行 线 "一 Bu 向 右 移动 . 因为 当 @u EO=0 
和 6@, = 之 间 移 动 时 ， 这 些 直线 位 于 带 形 0 二 v<x 内 ， 事实 上 从 上 半 平 面 Y>0 到 这 个 带 形 的 
映射 是 一 一 的 . | | 
HERH, НСО АО АСЗ yO 映 到 带 形 0<о< л. RMA 
在 附录 B 的 图 19 Ф. 


练习 
1， 在 第 88 节 的 例 1 中， 映射 


i—z 


w = 


i 十 之 
把 半 平 面 Imz>0 映 到 单位 贺 | w | <1， 并 且 把 半 平 面 的 边界 映 成 单位 圆 的 边界 . 通过 证 明 = 
轴 上 的 一 BUR TES RAIA rme WEK 


1-2 


1+2? 2 


w= 


并 完成 附录 B 中 图 13 的 映射 的 证 明 . 
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2. 证 明 附录 В 中 图 12 所 示 的 映射 ， 这 里 


— z— 1 

w= TT 
提示 : 把 给 定 的 映射 写成 映射 

ры, ж= 14, ш = №. 
的 复合 ， 参 考 练习 1 中 所 证 明 的 映射 ， 
3. (a) 求 映射 
4 
wie 


的 逆 映 射 并 应 用 附录 B 中 图 13 所 示 的 映射 (已 在 练习 1 中 证 明 ) 证 明 映 射 


1-+= 
把 圆 盘 | z | <1 ША Т 110220. 
(b) 证 明 分 式 线性 映射 
_ 2-2 
w= 
2 
可 以 写成 
2= 2-1, и 1—2, w= iW. 


应 用 (a) 的 结果 证 明 该 映射 把 圆 盘 | x 一 1 | <1 映 成 左 半 平 面 Rew<0. 
4. 第 88 节 的 映射 (6) 把 点 <= com MF A | w | <1 WALA w=expCia). ЕВ} 
如 果 0<a<2n 且 分 别 把 点 = 一 0 和 点 z=1 上 映 为 点 ww 二 1 和 点 ww 一 exp ia/2， 则 该 映射 可 以 写成 


= ež + exp(— ia/2) 
z+ ехр(ш/2) ` 


w 


5. 注意 到 当 а= 781, 827 4 中 的 映射 变 成 


w= iz +exp(in/4) 
z+ ехр(іп/4)` 


证 明 这 一 特殊 情况 把 x 轴 上 的 点 映 成 如 图 110 Pra ж. 
6， 证 明 如 果 Imz<0, 28 88 节 中 的 映射 (6) 把 下 半 平 面 m< 映 到 单位 圆 盘 | w | <1. 
7. 方程 w 二 log(z 一 1) 可 以 写成 
Z=z—1, w= 19087. 
求 logZ 的 一 个 分 支 ， 使 得 zx MLEM ЖИ 2 FAH о ов Сс DRR w 平面 上 的 
带 形 0<<v<2r. 
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图 110 w= z+exp(in/4) 
89 了 映射 w=sinz 
因为 (第 33 节 ) 
sinz = SinZcoshy + ісоѕхѕіпһу, 
所 以 映射 w= sinz 可 以 写成 
и = sinzcoshy, w = соѕхѕіпһу. (1) 
求 原 点 在 该 映射 下 的 像 ， 一 种 方法 是 检查 垂 线 тс HR. MR а, 那么 直线 
х=с 上 的 点 变 成 了 曲线 
и = sinccoshy, о = cosasinhy (— оо < у < оо), (2) 
上 的 点 ， 曲 线 (2) 是 焦点 为 
w =+,/sin’c, + соѕ ci = 1. 
的 双 曲 线 
и? 
= = 3) 
sin’c; соѕ2 сі у 


的 右 分 支 . (2) 的 第 二 个 方程 表明 ， 当 点 (cu ，y) 沿 整 条 直线 向 上 移动 时 ， 它 的 像 也 沿 整 条 双 
曲线 的 分 支 向 上 移动 . 直线 和 它 的 像 如 图 111 所 示 ， 这 里 相应 的 点 已 经 标 出 ， 特 别 地 ， 我 们 
知道 ， 存 在 一 个 一 一 映射 把 直线 的 上 半 段 (y0) 映 为 双 曲 线 分支 的 上 半 部 分 (v0)， 如果 


0 那么 直线 х= с 映 为 上 半 双 曲线 的 左 分 支 ， 如 前 所 述 ， 相 应 的 点 已 在 图 111 中 


标 出 . 


图 111 w=sinz 
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我 们 需要 考虑 直线 х0 My mM, HAH), B—-AO, УМНО, ѕіпһу). ATLA у 
—— Жу vo BH, НЕ у 轴 对 应 正 v 轴 . 
现在 我 们 考虑 如 何 应 用 这 些 观察 得 到 一 定 区 域 的 像 . 


例 1 这 里 我 们 证 明 w=sin 是 一 个 把 平面 上 的 半 无 穷 带 形 一 二 入 z 魏 子 映 为 ww 平 面 中 


上 半 平 面 v 之 0 的 一 一 映射 . 
为 此 ， 我 们 首先 证 明 带 形 的 边界 一 一 地 映 成 包 平 面 上 的 实 轴 ， 如 图 112 所 示 . 线段 BA 的 


像 在 方程 (1) 中 记 作 c= FF ARLE у 非 负 ， 因 为 当 xz 一斑 时 ，v 一 coshy，v 一 0，BA 上 的 有 代 
表 性 的 点 (等 ，y)} 映 为 w 平面 上 的 点 (coshy，0)， 当 ( 喜 ，>) 沿 了 向 上 移动 时 ， 它 的 像 必 须 从 


8 的 右 侧 沿 и 轴 移 动 ， 平 行 线段 DB 上 的 点 (z，0 有 像 (sinz，0)， 当 从 一 一 豆 到 z 一 要 增 
加 或 (x, 0) 从 DD 移动 到 B 时 ,其 像 (sinx, OM D HEME Я В’. BRB DE 上 的 点 
(一 要 ，?) 沿 D 向 上 移动 时 ， 其 像 ( 一 coshy，0) 移 动 到 D KAN. 


图 112 w= sinz 


带 形 一 rz/2<z<r/2，y>>0 内 的 每 一 点 都 位 于 垂直 半 直 线 z=cl,，y>0( 一 x/2 达 a 二 x/2) 
上 ， 这 已 经 在 图 112 中 证 明 过 .这 些 半 直 线 的 像 是 不 同 的 ， 并 且 在 整个 半 平 面 v 之 0 上 是 连续 
B. MRAR x 二 a (0 过 ci 二 x/2) 的 上 半 段 工 看 作 沿 正 y 轴 的 方向 向 左 移 动 ， 包 含 了 其 像 І’ 的 
双 曲 线 的 右 分 支 开 口 变 宽 并 且 它 的 顶点 (sinc: ，0) 趋 向 于 原点 w=0. Ait LL' 趋 向 于 变 成 正 v 
轴 ， 我 们 在 举例 之 前 先 看 正 у 轴 的 像 ， 另 一 方面 ， 当 工 靠近 带 形 边 界 上 的 线段 BA 时 ， 双 曲 线 
ЮУ и ЕН В ВА “并 且 它 的 顶点 (sinc: ，0) 趋 向 于 点 ш=1. 类 似 的 讨论 可 以 在 图 
112 中 的 半 直 线 М 和 它 的 像 M' 上 讨论 . 可 以 得 出 结论 ， 上 半 平 面 > 中 的 每 一 点 恰 是 带 形 区 
域内 部 一 点 的 像 . 

映射 w= sinz 是 将 带 形 一 x/2 二 zx 二 x/2，y 之 0 映 成 半 平 面 0220 的 一 一 映射 . 最 后 的 结果 
在 附录 B 的 图 9 中 证 明 . 带 形 的 右 半 部 分 显然 映 成 了 色 平 面 的 第 一 象限 ， 如 附录 В 中 的 图 10 
所 证 明 的 那样 . 

当 w= 二 sinz 时 求 出 一 定 区 域 的 像 ， 另 外 一 个 方法 是 考虑 平行 线段 у= с (итп) 的 像 ， 
这 里 cv 之 0。 由 方程 (1)， 这 样 一 条 线段 的 像 是 带 有 参数 表示 


u = sinzcoshcz, v= соѕхѕіпһс (~x Sz < r). (4) 
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的 曲线 ， 容 易 看 出 ， 曲 线 是 椭圆 


2 
и v 


cosh’?c, sinh?cy 


其 焦点 是 
w =+./cosh’c, — sinh’c. =+1. 
在 图 113 中 ， 点 (zx，cs) 的 像 从 点 A REBAJAR E, 沿 逆 时 针 方 向 围绕 椭 贺 形成 了 一 个 闭 回 
路 .注意 到 当 正 数 с, 取 更 小 的 值 时 ， 椭 加 就 会 变 得 更 小 ， 但 焦点 还 是 ( 土 ，0). 在 c=0 的 情 
№. 方程 (4) 变 成 
‘и = зтх, v=0 (т< е< л); 

我 们 发 现 r 轴 上 的 区 间 一 x 委 z 委 xx 上映 成 了 xx 轴 上 的 区 间 一 1 委 x 委 1. Ще, >0 时 ， 该 映射 不 是 
一 对 一 的 . 


图 113 w=sinz 


下 面 的 例子 就 依赖 于 这 种 评注 . 

例 2 在 图 114 中 ,我 们 已 经 证 明了 和 抢 形 区 域 一 zy/2 委 z 委 r/2，0 委 yp2 FH BRS w = sinz 一 
一 地 映 成 了 半 椭 圆 区 域 ， 并 且 也 指出 了 相应 的 边界 点 的 映射 ， 因 为 如 果 工 是 一 条 线段 = 
c (一 r/2 委 z 委 /2)， 这 里 0<c 和 bp， 它 的 像 L 是 椭 加 (5) 的 上 半 部 分 ， 当 cs PRN, 工 朝 zx 
轴 向 下 移动 ， 半 椭圆 二 "也 向 下 移动 并 且 趋 近 于 变 成 从 由 一 一 1 到 и=1 的 线段 ЕРА’. 事实 
Е, со =0 时 ,方程 (4) 变 成 


‘и = ѕіпх,о = 0 (<<), 


Н 114 w=sinz 
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显然 这 是 一 个 从 线段 EFA 到 线段 E'F'A' 的 一 一 映射 ， 任 何在 w 平 面 的 上 半 椭 圆 区 域内 的 点 仅 

仅 是 位 于 半 椭 贺 上 ， 或 者 位 于 极限 情形 EF'A 上， 并 且 这 一 点 恰恰 是 < 平面 上 矩形 区 域内 一 

点 的 像 ， 我 们 就 验证 了 这 正 是 所 求 的 映射 ， 这 一 映射 在 附录 В 的 图 11 中 也 有 证 明 . 350 
— Е. sin РВЕ Я, У sin 函数 联系 紧密 的 其 他 各 类 函数 的 映射 就 较 容易 得 

到 了 . 


例 3 由 恒等式 (第 33 节 ) 
cosz 一 sin(z+ +) 
可 知 ， 映 射 w=cosz 可 连续 地 写 为 


Z= +5, w = sinZ. 


ВТ a Е AB TO TE SR 


例 4 Н 34 aA, BRA w= 二 sinhz 可 以 写成 ww 二 一 isin(iz)， 或 者 
Z=iz, W=sinZ, w=—iW. 
也 就 是 说 ， 映 射 w= sinh: 是 一 个 正弦 映射 和 一 个 向 右 旋转 一 定 角度 的 映射 的 复合 ， 同 样 ， 映 
射 w=coshz 是 一 个 余弦 映射 ， 因 为 coshz 一 cos(iz). 


练习 


1. 证 明 映 射 w= sine HER x =, (—к/2< с <0) ЕЗ BD (Cy >0)—— 89 节 
PMA DNA LEMS O>), MAW 112 所 述 . 

2. 证 明 在 映射 w=sinz F, НА хс Cr/2<c <x) 一 一 地 映 成 第 89 节 中 双 曲 线 (3) 的 右 
ж. 注意 到 是 一 一 映射 ， 并 且 直 线 的 上 半 部 分 和 下 半 部 分 分 别 被 映 为 了 分 支 的 下 半 平 面 和 上 半 
平面 . ， 


3， 在 第 89 节 的 例 1 中 用 垂直 的 半 直 线 来 证 明 映射 w 一 sinz ЕЖЕ тат, yo 


映 为 半 平面 v>0 的 一 一 映射 ， 用 水 平 线段 y=c (7S F ) 来 证 明 这 一 结果 ， 这 里 оо. 


4. (a) 在 映射 w=sinz 下 ， 图 115 中 的 线段 和 弧 D'E’ EEE KR 0<+<>, 0<у<1 的 
边界 线段 的 像 ， 弧 D'E' 是 椭圆 


и? ая | 
cosh'l авт | 
的 四 分 之 一 . 
(b) 用 水 平 线段 的 像 来 证 明 ， 上 映射 w= sinz 是 区 域 ABCD 内 的 点 和 区 域 A'B'C'D' 内 的 点 
之 间 的 一 一 映射 ， 从 而 完成 图 115 中 所 示 的 映射 . . 322 
5， 证 明 映 射 ww 二 sinz 把 位 于 x 轴 上 方 的 矩形 区 域 一 r 攻 z 委 xr，a 委 y 委 2 的 内 部 映 成 一 个 椭 
圆 环 的 内 部 ， 这 个 椭圆 环 沿 负 实 轴 上 的 线段 一 sinhb 志 v 志 一 sinha 有 一 割 线 ， 如 图 116 所 示 . 


323 
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图 116 w=sinz 


注意 到 ， 当 和 托 形 区 域内 部 的 映射 是 一 一 映射 时 ， 其 边界 的 映射 不 是 一 一 的 ， 
6. (a) 证 明 方 程 w=coshz 可 写成 


Z=i+F, w = 5117. 


(b) 用 (a) 中 的 结果 和 附录 В 中 图 10 的 映射 sinz VE AAR 9} w= coshz 把 = 平面 上 半 无 穷 带 
WR 2220, 0<у<л/2 RK w У Ш БН — 38 и220, v0, FREE A 
部 分 . 

7， 注 意 到 映射 w=coshz 可 以 写成 映射 


1 
FW 


的 复合 . 参考 附录 B 的 图 7 和 图 16 证 明 映 射 w==coshz 把 x 平面 上 半 无 穷 带 形 区 域 >0, 0< 
улп 映 成 ww 平 面 中 的 下 半 平 面 vw 三 0， 指出 相应 的 边界 部 分 . 
8. (а) ПЕНН Ж w=sinz 可 以 写成 


Gah, W=Z+5, w= 


Z= ets) У = соз6й, w=—W. 


(b) 用 本 题 (a) 中 的 结果 和 练习 7， 如 附录 B 的 图 9 所 示 ， 证 明 w= coshz 把 半 无 穷 带 形 
К — ^/2<т<л/2, y>0 映 成 半 平 面 v 宇 0( 这 一 映射 在 第 89 节 的 例 1 中 以 不 同 的 方法 
证 明 过 ). 
90 2? 和 xz 的 分 支 定义 的 映射 

在 第 2 章 中 ( 见 第 12 节 )， 我 们 考虑 了 关于 映射 w=z 的 相当 简单 的 映射 ， 映 射 w= 可 
写成 
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и = 1? — у, v= ?2у. (1) 
的 形式 ， 下 面 我 们 给 出 一 个 更 基础 的 例子 ， 考 察 相 关 的 映射 w= 二 z'*， 这 里 取 平 方 根 函 数 中 一 
个 特殊 的 分 支 . 
例 1 我 们 用 方程 (1) 来 证 明 ， 图 117 中 的 垂直 带 形 O<e<l, уго 的 像 是 图 中 所 示 的 闭 
半 抛 物 形 区 域 . : | 
ХР 0<2,<1, уй у=0 递增 时 ， 点 (zi;，y) 向 上 移动 形成 一 个 垂直 的 半 直 线 ， 在 图 
117 中 记 为 Ll,， 由 方程 (1)， 其 像 的 迹 在 uv 平面 中 有 参数 表达 式 : 
и = л? — у, v=2ry (O< y<). (2) 
由 第 二 个 方程 解 出 y КАЗО, RA, RF (at, 0), ARON ОЙЙ 


WB 


я =— 4х? (и — 22) ° (3) 
上 . 因为 vu 关于 y 沿 v=0 递增 ， 由 (2) 的 第 二 个 方程 ， 当 点 (xi1，»y) 沿 直线 Li A г 轴 向 上 移动 
时 ， 其 像 沿 ue 轴 向 上 移动 到 抛物 线 的 上 半 部 分 L“1. 此 外 ， 当 数 zs 大 于 zi 但 小 于 1 时， 相应 
APE HAL, 有 像 L';， 如 图 117 Ba, BFL 右 侧 的 半 抛 物 线 ， 事 实 上 ， 图 中 半 直 线 BA 
的 像 是 抛物 线 v: 二 一 4(u 一 1) 的 上 半 部 分 ， WA B'A’. 


117 w=2’ 


由 方程 (1)， 根 据 CD 上 的 点 (0，y) 映 成 wv 平面 上 的 点 (一 yx，0)， 我 们 可 以 求 出 半 直 线 CD 
的 像 ， 这 里 y 宇 0， 所 以 ， 当 一 点 沿 CD 从 原点 开始 向 上 移动 时 ， 其 像 沿 u 轴 从 原点 向 左 移动 . 
显然 ， 当 zy 平面 中 的 垂直 半 直 线 向 左 移动 时 ， 其 在 uv 平面 中 的 像 半 抛 物 线 向 下 收缩 变 成 半 直 
线 CD 

显然 ,由 CD 和 BA 以 及 它们 之 间 的 半 直 线形 成 了 以 ABC 人 “为 边界 的 闭 半 抛 物 型 区 域 . 
并 且 ， 该 区 域 中 的 每 一 点 都 是 以 ABCD 为 边界 的 闭 带 形 区 域 中 唯一 一 点 的 像 点 . 所 以 我 们 断 
言 ， 半 抛物 形 区 域 是 带 形 区 域 的 像 ， 并 且 这 两 个 闭 区 域 之 间 存 在 一 一 映射 (对 比 附录 В 中 的 图 
3， 这 里 带 形 区 域 的 宽度 可 以 改变 ). 

对 于 映射 ma 的 分 支 ， 由 第 8 节 ， 当 z 尖 0 时 ，z' 的 值 是 x 的 两 个 平方 根 ， 由 第 8 节 ， 用 
极 坐 标 表示 

z = гехр(®) (r>0,-1<@<n), 
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а^ = (техр КӨ Phx) (h= 0,1), (4) 
当 &= 二 0 时 为 主根 ， 在 第 31 节 中 ， 我 们 知道 zx“ 也 可 写成 
21 一 exp (Floee) (= Æ 0). (5) 


НХ logz 的 主 值 支 就 得 到 双 值 函数 z2: 的 主 值 支 Fo(z)， 记 为 (第 32 节 ) 
Е,(2) = exp (Logz) ([ [> 0, – п < Argz < к). 


因为 
4 Loge = 工 (lnr 十 好 ) = nvr +B 
2 2 : 2 
所 以 当 z= rexp(i@) 8} 
F, (2) = vrexp 2 (r>0,-xn<O<n). (6) 


当 &=0 且 一 zx<@<r й, 方程 (6) 的 右 侧 同方 程 (4) 的 右 侧 相同 .原点 和 射线 O= nr 形成 了 


:Fo。(z) 的 支 割 线 ， 原 点 就 是 支点 . 


曲线 和 区 域 在 映射 ww 二 Fo(z) 下 的 像 为 ww 二 pexp(i$)， 这 里 p=Yr 且 8 一 B/2， 显 然 此 映射 把 
辐 角 二 等 分 ， 当 = 一 0 时 视 为 w=. | 


例 2 容易 证 明 ，w 一 瓦 (z) 是 从 四 分 之 一 圆 0 万 r<2， OKKA ожа ЕВ O< 


р, о TW —— BR CPA 118)， 为 此 ， 我 们 看 到 ， 当 点 r= гехр( 161 ) OKA <a /2) А 


原点 沿 长 度 为 2 М R 向 外 移动 时 ， 其 像 zw=Wrexp(ib:/2) 在 由 平面 上 从 原点 
沿 长 度 为 V3 倾 角 为 名 /2 的 半径 Р, 向 外 移动 . 如 图 118， 图 中 另 一 半径 Р, ЯН К, 也 是 
如 此 ， 从 图 上 显然 可 以 得 知 ， 如 果 z 平面 上 的 区 域 除去 从 DA 开始 到 DC 结束 的 半径 ， 则 w 
平面 上 也 相应 地 除去 从 DA FRA D'C“ 结 束 的 半径 . 这样 就 建立 了 两 个 区 域 点 与 点 之 间 的 
一 一 对 应 . 


图 118 w= Fo (=) 
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例 3 映射 世 =Fu(Csinz) 可 以 写成 
Z= sinz w= F, (Z). | 21> 05 —x< ArgZ< х). 


如 第 89 节 中 例 1 结尾 所 示 ， 第 一 个 映射 把 半 无 穷 带 形 区 域 0 过 z 入 了 ， yoo 映 成 Z 平 面 上 的 第 
一 象限 X 宇 0，Y 宇 0， 第 二 个 映射 可 理解 为 Fo。(0) =0 把 第 一 象限 映 成 多 平 面 上 第 一 卦 限 、 这 


些 连续 的 映射 如 图 119 所 示 ， 并 且 相 应 的 边界 点 已 经 指出 . 


У Y v 
D A D 

т 

2 1 
С В х E B A A, E 


В 119 w= F,(sinz) 


当 一 zx<<@<x 时 ， 由 对 数 函 数 的 分 支 
loge = lnr + 1(@+ 2x) 
和 方程 (5) 得 到 2° 的 分 支 


F, æ) = Vrexp КӨЗ 27) Ч: ey (7) 


对 应 方程 (4) 中 有 一 1 的 情形 .因为 exp(ir) 一 一 1， 所 以 Е, (=) = — Fo Сх). 所 以 士 Fo(z) 代 表 
2 在 区 域 720, —n<0<r 中 取 到 所 有 点 的 所 有 值 ， 如 果 由 表达 式 (6)， 延 拓 Fo 的 定义 域 到 
包含 射线 9=x， 并 记 F,(0) 二 0， 则 士 F(z) 代表 整个 平面 上 zP RAKNA W. 

在 表达 式 (5) 中 由 loge 的 另 二 分 支 得 到 xz! 的 另 一 分 支 ， 由 射线 0=а 所 确定 的 分 支 形成 了 
由 方程 


РФ = Vrexp 2 С Оба Ве 0) (8) 


оа. RIEA, ща л, ADK F(z), Мак, НАЗ F G). ЮЕ, 的 
情形 一 样 ， 由 表达 式 (8)， 在 支 制 线 上 的 非 零 点 定义 fer ЗЕ 7.00) =0, fa 的 定义 域 可 以 延 
拓 到 整个 复 平面 ， 这 种 延 拓 在 整个 复 平面 上 是 不 连续 的 . 

最 后 ， 假 设 n 是 任意 的 正 整 数 ，n 宇 2，x'" 的 值 是 x 关 0 时 = 的 个 根 ;由 第 31 节 ， 多 值 
函数 zx 可 以 写成 


gn = exp (loge) = Ғехр HOF 2x) Gh 0s be2ee T (9) 


这 里 += | z | ，@=Argz。 我 们 已 经 考察 过 ?一 2 的 情形 ， 一 般 情 况 下 ， 对 每 一 个 2， 定义 在 
区 域 r>0, —лх<Ө<т 上 的 函数 


F, œ) = exp Ө 1260 COT ВВ: (10) 
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是 z2“" 的 一 个 分 支 ， 当 w 二 pe* 时 ， 映 射 w 二 F(z) 是 从 其 定义 域 到 区 域 


(2k — Dx (2k+1)x 
n n 


p>0, <$< 


的 一 一 上 映射， 这些 2" DEKR r>, —n<O<n 内 的 任意 点 生成 z 的 个 不 同 的 n 次 
FR. 4 k=0 时 是 主 值 支 ， 并且 容易 得 出 形 如 (8) 的 更 多 分 支 . 


练习 


1. 证 明 映 射 w= 2° 把 直线 y= сг (с, > 0) BRM WA о? = 43 (wu 十 c2) 并 指出 相应 的 方向 ， 
所 有 抛物 线 的 焦点 为 w==0( 比 较 第 90 节 中 的 例 1). 

2. 用 练习 1 的 结果 证 明 映 射 w= 二 x 是 把 位 于 z Ah HH БС а < ур 映 成 两 抛物 线 

| v = 44 (и а’), v = 40 (и +6). 

之 间 的 闭 区 域 的 一 一 映射 . 

3. 根据 第 90 节 例 1， 如 附录 B 中 的 图 3 所 示 ， 指 出 映射 w= z 是 如 何 把 任意 宽 的 垂直 带 
ЕК 0<т<с, yoo 映 成 闭 半 抛 物 形 区 域 的 . 

4. 修改 第 90 节 例 1 的 讨论 ， 证 明 在 映射 == 下 ， 由 直线 у= Бх, х=1 形成 的 闭 三 角 
形 的 像 是 一 个 闭 抛物 形 区 域 ,该 区 域 以 v 轴 上 线段 一 2 过 v2 为 左 侧 边界 ， 以 抛物 线 v’=—4 
(wu 一 1) 的 一 部 分 为 右 侧 边界 .并 证 明 图 120 中 标 出 的 两 边界 的 相应 点 . 


图 120 ш= 2? 


5， 参 考 附录 B 中 图 10, ШЕВ о = зіп 把 带 形 区 域 Oz 二 x/2，y 宇 0 映 成 半 平 面 o> 
0， 指 出 相应 的 边界 . 

提示 : 参见 第 12 节 例 3 中 的 第 一 段 . 

6， 用 附录 B 的 图 9 证明， 如 果 w= (sinz):， 这 里 取 分 数 寡 的 主 值 支 ， 那 么 半 无 穷 带 形 
Kim — л/2<2<п/2, у>0 被 映 成 直线 v= FI и 轴 之 间 的 位 于 第 一 象限 的 部 分 ， 并 且 指 出 


边界 上 相应 的 部 分 . 


7， 由 第 88 节 的 例 2， 分 式 线性 映射 


初等 函数 的 映射 249 


ВМХ 轴 ， 并 分 别 把 半 平面 y>0 和 y<0 映 成 Y>0 和 Y<0， 特 别 地 ,证 明 它 把 + 轴 
上 的 线段 一 1 过 x 过 1 映 成 X 轴 上 的 线段 X 壹 0。 然后 证 明 ， 当 取 平 方 根 的 主 值 支 时 ， 复 合 函 数 
= 

把 > 平面 上 除 掉 z 轴 上 线段 一 1 过 x 过 1 的 部 分 映 成 半 平 面 u>. 
8. RH = 平面 上 区 域 >>>0， 一 r<6@<r 在 每 一 映射 w= 二 Fi(z) (kR=0, 1, 2, ЭТИ 
区 域 ， 这 里 F(z) 是 第 90 节 方 程 (10) 中 给 出 的 映射 x Ua. 


91 多 项 式 的 平方 根 


下 面 我 们 考虑 由 多 项 式 和 z 的 平方 根 复合 而 成 的 映射 

例 1 注意 到 双 值 函 数 (z 一 z,)"? 是 平移 Z 一 = 一 zx。 和 双 值 函数 Z 的 复合 ， 我 们 就 得 到 双 
值 函 数 (2 一 z。)" 的 分 支 ，Z' 的 每 一 分 支 决定 了 (z 一 z。) 的 每 一 分 支 ， 当 =R, Z 
分 支 是 


Дї = УВехр 2 (RS 0. даю. 


所 以 如 果 我 们 记 
R=|z—z|, O=Arglz—2), 0 = arg(z— zo), 
(z— 2)? BY BINS} Е 


Gi (2) = VRexp 9 вея) a) 
和 
go (2) = Ср 0.0758 < 2x); (2) 


2 
在 记号 Ge) PAZ 的 分 支 定 义 Z 平面 中 除 原 点 和 射线 ArgZ=r 外 的 所 有 点 .所 以 映射 w= 
Go(z) 是 把 区 域 
| 2—20 |> 0 >r < Argl(z—z) <x 
映 成 w EAEE Rew>0 的 一 一 映射 (图 121). 映射 w= 二 go(z) 是 把 区 域 
|z—-z |>0, O<argle—xZ) < 2x 
Be AR w 平面 的 上 半 平 面 Imw>0 的 一 一 映射 . 


е 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 


= 
Ф 
= 
= 


图 121 ш=С, (=) 
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例 2 我 们 考虑 双 值 函数 (zx: 一 1)”*， 由 对 数 函 数 的 性 质 ， 可 记 作 
(22 — 1)! = exp| 518%? 一 р |= exp| zloge — 1+ 110802 + р], 


或 
(а2 — 1), = (х 1010051) (ex FED. (3) 
所 以 ， 如 果 Ai (2) (е1) EER MD, 上 的 分 支 ， 户 (z) 是 (十 1)22 定义 在 区 域 D: 上 
的 分 支 ， 那么 乘积 f(z) == 用 (z) fz (z) 是 (zx? 一 1)! ?定义 在 位 于 区 域 D MD, 上 的 所 有 点 的 
分 支 . 
为 得 到 (z’ 一 1)'” 的 一 个 特殊 分 支 ， 我 们 应 用 由 方程 (2) 给 出 的 (z 一 1)' AKA +1)” 
的 分 支 ， 如 果 记 


rn =| zx 一 1| 和 & =arg(e—1), 
则 (=z 一 1)22 的 分 支 是 


fi) = Мехр (м > 0,0 < < 28). 
вне нож 
fi) = Jriexp 1 (rz > 0,0 < 0 < 2x), 


这 里 | 
rs' 二 | +1 | 和 Ө = arg(z 十 1). 
所 以 这 两 个 分 支 的 乘积 ， 即 (z’ 一 1)'” 的 分 支 f 由 方程 


f(z) = Vrirsexp ае, (4) 


决定 ， 这 里 
т 0, 0< <2r (k= 1,2). 
如 图 122 RAR, BBA f 在 z ЕН. >0, 一 0 外 处 处 有 定义 ， HR 220, 2=08 
ah Е х22—1 的 部 分 . 
由 方程 (4) 给 出 的 (z? 一 1)'“ 的 分 支 ERM 


F(z) = Vrirzexp KaT, (5) 


这 里 . 
>20, 0<0 <2e(kR=1,52) H ntn>2. 
下 面 我 们 将 看 到 ， 这 个 函数 的 定义 域 为 整个 平面 除去 z 轴 上 线段 一 1I 委 zs1 的 部 分 ， 并 且 该 
函数 在 其 定义 域内 解析 . 

因为 对 在 下 的 定义 域 除 去 射线 >0， A=O 的 所 有 点 z，F(z) 二 f(z)， 所 以 我 们 只 需 证 
В 下 在 射线 上 解析 .为 此 ， 我 们 形成 由 方程 (1) 给 出 的 (z 一 1 НСМ. B 
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考虑 函数 | 
G(z) = Vrirzexp Ө: + @2) ~ , 
这 里 


м =| 2—1], м =|=-+1|, @ = Arg(z—1), @ = Агв(= 1). 
H 
т >0, n< <r (k= 1,2). 
注意 到 G 在 整个 zx УМ Е 7.220, Ө =n 外 解析 ， 当 点 zx ATHRO, @,=0 
上 或 上 面 时 ，F(z) 一 G(z)， 所 以 0.=0,(2=1, 2). 4A z 位 于 该 射线 以 下 时 入 一 B@ 十 2x(R 一 
1, 2). МЫ, ехр(:0,/2) = —ехр(:9,/2), WEW 


ехр 160, H 一 (exp i) (exp 2) = exp i(®, 2-90. 


所 以 ， 又 有 Е() =С(). AA ЕО) 9 СО) 8 n>, Ө. =0 的 区 域内 相同 且 G 在 该 
区 域 解析 ， 所 以 下 在 该 区 域内 解析 .所 以 ， 在 图 122 中 , FREE P,P, 外 处 处 解析 . 


图 122 


由 方程 (5) 定 义 的 函数 下 不 能 延 拓 到 一 个 在 线段 P,P! 上 也 解析 的 函数 . 当 点 z 沿线 段 向 
下 移动 时 ， 方 程 (5) 右 侧 的 值 从 点 іт) А ivrir 附近 . 所 以 ， 在 这 点 的 延 拓 甚 至 是 不 
连续 的 . 

我 们 将 会 看 到 ， 映 射 w= 二 F(z) 是 从 定义 域 D, 到 区 域 D。 的 一 一 映射 。 这 里 р, 由 > 平面 上 
除去 线段 P,P, 外 的 所 有 点 组 成 ，D,. Но 平面 上 除去 НЕЕ 15951 外 的 所 有 点 组 成 
(图 123). 


РВ 123 w=F(2) 
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332 


252 第 8 章 


在 证 明 这 一 结论 之 前 ， 我 们 注意 到 如 果 z=zy(y>0)， 那 么 
n=no>l 和 0 +0 = т; 
所 以 ， 正 у но = ЕО) Жо Ео>1 的 一 部 分 . 此 外 ， 负 > То Е о<—1 的 部 
分 . 区域 D, 在 上 半 平 面 y 盖 0 的 每 一 点 映 成 了 w 平面 的 上 半 部 分 w 六 0. 区域 D, 在 下 半 平 面 
yo 的 每 一 点 映 成 了 也 平面 的 下 半 部 分 "<0， 射 线 疡 >0，0 =0 В w РЕНЕ ЗН, 8 
7220, ф=х 映 成 ww 平面 的 负 实 轴 . 

下 面 证 明 映 射 w= 二 F(z) 是 一 一 的 ， 如 果 Fee) SFe), 那么 ziS Mit, n= 
zz 或 zi 二 一 zz。 由 下 分 别 映 射 区 域 D. 的 上 下 平面 的 方式 ， 以 及 位 于 区 域 D. 的 实 轴 部 分 可 知 ， 
zi 二 一 zs 是 不 可 能 的 ， 所 以 ， 如 果 ЕС) F), WA zi 一 xs; 下 是 一 一 的 . | 

如 果 找 到 一 个 函数 吾 ， Az=—Hw), W wF), ВН PEMD, 映 成 区 域 D,， 那 么 
我 们 可 以 证 明 ,，F 把 区 域 D, њак р.. 下面 我 们 将 证 明 ， 对 于 区 域 D. ТИ жи, 
存在 区 域 D. 中 的 一 点 z， 使 得 F(z) 二 w， 即 映射 下 是 到 上 的 . 映射 HOR Е 的 逆 映 射 ， 

为 找到 Н, 首先 我 们 注意 到 ， 如 果 w 是 关于 特殊 的 z 的 (z’ 一 1)” 的 一 个 值 ， 则 и? = 2° — 
1; 所 以 ，z 是 (wi 十 1)'* 关 于 w 的 一 个 值 ， 函 数 互 将 是 双 值 函 数 

(w= (wi (р Cw i). 
的 一 个 分 支 . 由 得 到 函数 Е(2) МЯ, 我 们 记 и — {= риехр(1$, ) 和 wti=pexplit,) HA 
123), В | 
Зл 
2 


a> -F <% < (= 1,2) В а +о >, 


则 我 们 可 写作 


14 + $) (6) 
2 , 


Hw) = Vpip2 exp 

其 定义 域 为 D。。 上 映射 = Но р, 中 位 于 w НЫ ЕЖи 轴 以 下 的 点 分 别 映 成 xz 轴 上 面 或 下 

ШИ, УМЕНИЕ МЕ o> 的 部 分 ， 把 负 轴 映 为 负 x 轴 上 xz 过 一 1 的 部 分 ， 如 果 

z=Hiw), W2=wtl, FU и? = 二 zx? 一 1， 因 为 z 在 D, ФА ЕС) ЕС) р, 中 点 的 

(zz 一 1)'2 的 两 个 值 ， 所 以 w= F(R w= Fa). GRA PAH 分别 映射 它们 定义 域 的 上 
半 平 面 和 下 半 平 面 以 及 位 于 该 定义 域内 的 实 轴 部 分 的 方式 可 知 ，ww 二 F(z)， 

由 双 值 函数 的 分 支 形 成 的 映射 

w= (2 + Ах +B) = [02 50) — 20]? (21 #0), 


这 里 A =— 22, В = x= zi. (7) 
可 看 作 是 例 2 中 的 函数 Н 和 连续 映射 
2= 2%, у= (0 1)", w= 2.1. (8) 
的 附加 结果 . 
练习 


1. 第 91 节 例 2 中 函数 (zx? 一 1)'? 的 分 支 玉 按照 坐标 rl1，r;，0y，% 定义 ， 从 几何 上 解释 为 
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什么 坐标 п >0, 0<0, +0, <п 就 是 ze 平面 上 的 第 一 象限 elo, yoo 然后 证 明 映 射 w= 二 F(z) 


把 = 平面 上 的 第 一 象限 映 成 记 平面 上 的 第 一 象限 ">>0，v>>0. 

提示 : 为 了 证 明 所 描述 的 就 是 zx 平 面 上 的 第 一 象限 z>0，y>0， 注 意 在 正 y 轴 上 的 每 一 
0, +0, =х, 4A 2 沿 射线 90, 二 cl(0 二 c 过 x/2) 向 右 移 动 时 ，0, 十 9 就 会 减 小 ， 

2. 在 练习 1 中 映射 w= 二 F(z) 把 z 平 面 上 的 第 一 象限 映 成 包 平面 上 的 第 一 象限 ， 证 明 

-Tl 和 vl 
这 里 (nrd =l ty t — 42°, ХНА ry Sl 在 第 一 象限 的 部 分 的 像 是 射线 = 
и(и>0). 

3. 证 明 练习 2 中 位 于 xz 平面 上 第 一 象限 的 双 曲 线 以 下 的 区 域 D 是 x0，0<8 +80, <я/2. 
证 明 D 的 像 是 八 分 圆 0 二 v 二 xw， 描 述 区 域 D 和 它 的 像 . 

4. 令 下 是 第 91 PAD 2 中 定义 的 (zx: 一 1)' 的 分 支 , 令 zo 二 roexp(i0o) 是 一 个 不 动 点 ， 这 
Hr, >0, 0X0 <2n. ЧЕ — 23) MO Е, MRR > 和 一 z 之 间 的 线段 并 可 写成 Fo (2) 
=z F(Z), KB Z=z/z. 

5. taz—1l=r,expGid,), ztl=r,expGi@,), ЖЕ 

O<aA<2n 和 一 r<<g@ < п, 


ХИ, (1) ”的 分 支 ， 在 每 一 种 情况 下 ， 支 割 线 都 是 由 两 条 射线 A= 


+1 
0, Ө, 二 7 组 成 . 
6， 用 第 91 节 的 概念 证 明 函 数 
z—1\ /mm 100, — 62) 
w= (FG) pera 


re 


是 与 第 91 节 中 函数 w= 二 F(z) 的 定义 域 D, 相同 、 支 制 线 也 相同 的 分 支 ， 证 明 这 一 映射 把 D. 映 
成 右 半 平面 p 之 0， 一 x/2 达 $<<x/2， 这 里 点 ш=1 是 点 =. НЕНИЯ 


1+w 


iow (Ке w > 0). 


z = 


(参考 第 90 节 中 的 练习 7) 

7， 证 明 练 习 6 中 的 映射 把 = 平面 的 上 半 平 面 中 单位 圆 | z | =1 外 的 区 域 映 成 w 平面 第 一 
象限 中 直线 v= 二 u 和 w 轴 之 间 的 区 域 ， 并 描述 这 两 个 区 域 . 

8. Ri: z 一 rexp( 刘 ) ，z 一 1 一 mexp(i@,) ，z 十 1 一 rexp(i@:)， 其 三 个 辐 角 的 值 都 位 
于 一 x* 和 < 之 间 ， ХПИ, ВН с 轴 上 的 线段 zx 魏 一 1 和 0< 
х<1 Am. 


92 RBH 


本 章 的 最 后 两 节 我 们 对 定义 在 黎 曼 面 上 的 映射 的 概念 做 一 个 简单 的 介绍 ， 这 个 概念 是 由 不 
止 一 个 叶片 组 成 的 复 平面 的 推广 ”这 一 理论 依赖 于 下 面 的 一 个 事实 ; 即 黎 曼 面 上 的 每 一 点 仅仅 
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对 应 着 给 定 多 值 函数 的 一 个 值 . 这 两 节 的 主要 内 容 不 会 在 后 面 的 章节 中 用 到 ， 读 者 可 以 跳 过 这 


里 直接 阅读 第 9 章 . 

对 于 一 个 给 定 的 函数 来 说 ， 一 旦 黎 曼 面 给 定 ， 函 数 在 这 个 面 上 就 是 单 值 的 ， 并 且 应 用 的 都 
是 单 值 函 数 的 理论 ， 因 为 函数 是 多 值 的 ， 所 以 可 由 几何 工具 恢复 ， 复 杂 性 也 就 加 大 ， 然 而 ,会 
涉及 叶片 与 叶片 之 间 的 黎 曼 面 的 描述 和 适当 概念 的 安排 ， 我 们 仅 考虑 相当 简单 的 例子 ， 以 logz 
的 面 为 例 . 

例 1 对 于 每 一 非 零 函数 z， 多 值 函 数 

logz = lnr + 10 (1) 
有 无 穷 多 个 值 . 为 了 像 一 个 单 值 函 数 那样 描述 logz 的 性 质 ， 我 们 用 这 样 的 一 个 平面 ( 称 为 歼 曼 
面 ) 来 代替 去 掉 原点 的 z 平 面 ， 在 这 个 平面 上 ， 每 当 x 的 辐 角 增加 或 减少 2x 或 2x 的 整数 倍 ， 
logz 就 对 应 平面 上 一 个 新 的 点 ， 

我 们 把 去 掉 原点 的 z 平 面 作为 沿 正 实 轴 割 破 的 叶片 R。， 在 叶片 R。 上 , 令 9 从 0 变 到 2x. 
令 第 二 个 叶片 R 沿 同样 的 方式 割 破 并 把 它 放 在 叶片 № 的 前 面 ， 将 Е 截 口 的 下 岸 同 Ri WA 
МЕЖ. ЕН R Е, ЖОМ 27 变 到 4x; Fe TAR, 上 的 点 重新 表示 ， 此 时 logz 
的 虚 部 从 2r 变 到 4r. 

RRR, 以 同样 的 方式 割 破 ， 把 它 放 在 叶片 R A. НН R 裁 口 的 下 岸 同 叶片 R 截 
OM ERMA. 类 似 地 ， 叶 片 Ro ，R ，… 都 以 同样 的 方式 割 破 且 以 同样 的 方式 粘 合 . 在 叶片 
К.Ю НЕ, 从 0 变 到 一 2r， 把 它 放 在 叶片 R 的 前 面 ; 以 同样 的 方式 得 到 叶片 R-，， 
及 -:，…， 在 任 一 叶片 上 ， 点 的 坐标 AO 都 可 看 作 原 始 > 平面 上 点 的 投影 的 极 坐 标 ， 限制 9 
的 角 坐 标 ， 在 每 一 叶片 上 确定 其 范围 为 2x 弧度 . 


У 
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在 这 些 由 无 穷 多 叶片 连 成 的 面 上 考虑 任意 的 连续 曲线 . 当 点 z 跑 遍 曲线 时 ，logz 的 值 是 连 
续 的 ， 因 为 6 是 连续 的 ， 此 外 ，r 也 连续 地 变化 ; 此 时 曲线 上 的 每 一 点 都 仅 有 一 个 logz 的 值 和 
EMM. И, MA z 在 叶片 R。 上 围绕 原点 沿 如 图 124 所 示 的 路 径 移 动 形成 整 圆 时 ， 其 角 从 
0 变 到 2x。 当 它 穿 过 射线 0=2к 时 ， 点 进入 叶片 Ri, HAM 27 变 到 4л; 当 它 穿 过 射线 0 一 4r 
时 ， 点 进入 叶片 Re. 

这 里 描述 的 是 logz HREM. 它 是 由 无 穷 多 叶片 组 成 的 连通 的 面 ， 使 得 对 黎 曼 面 上 的 点 ， 
logz АН. | 

映射 w=loge HEARS НИЕ Ло 平面 ， 叶 片 R 的 像 是 带 形 OSS E 


$n F в в 9 WRAY 255 


88 PHA 3). SA z EPAR 上 沿 如 图 125 所 示 的 弧 移 动 时 ， 它 的 像 多 沿 如 图 所 示 的 直线 


v=2n 向 上 移动 . 
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注意 到 定义 在 叶片 Ri 上 的 loge 就 是 解析 函数 
Ff) = lnr+ i0 (00 < 0 < r) 

沿 正 实 轴 向 上 运动 的 解析 连续 ，logz 不 仅仅 是 歼 曼 面 上 所 有 点 z 的 单 值 函数 ， 也 是 该 黎 曼 面 上 
所 有 点 = 的 解析 函数 . 

当然 这 些 叶 片 也 可 以 沿 负 实 轴 或 其 他 从 原点 出 发 的 射线 市 破 ， 并 适当 地 粘 合 这 些 叶片 的 截 
TER logz 的 黎 曼 面 . 

例 2 对 > 平面 上 每 一 个 异 于 零 的 点 ， 平 方 根 函 数 

gt = dre? i (2) 

有 两 个 值 和 它 相 对 应 如果 叶片 R 和 叶片 R нета, 把 它们 粘 合 起 来 ,， 并且 Ri 在 Ro 
的 前 面 ，R。 的 截 口 的 下 岸 与 К PROM LEHA, R 的 截 口 的 下 岸 与 R。 的 截 日 的 上 岸 粘 
合 ， 以 之 代替 z 平面 ， 我 们 就 得 到 “Иже. | 

当 点 = 从 R。 KERO AE H H ЕРУ А Е 80 98 ЈА A 
(图 126) ， 辐 角 0 从 0 增 至 2x 并 从 叶片 R。 进 和 人 叶片 Rl， 在 后 一 叶 
НВ, 中 ,0 再 由 21 = 4л. МН. 再 继续 运动 时 ， 它 仍 回 到 叶片 
К, Е. ЖЕ, Е, 9 的 值 可 以 认为 是 由 4r 增 至 6x， 或 由 0 增 至 2x， 
对 于 函数 VC MARA. Е, YA = 从 叶片 R。 ЖАЛНА К, 
时 ，zl2 的 值 不 同 于 从 叶片 R 进入 叶片 Re 时 的 值 . | 

х, ВИТА, ERTRSHL, 1 
Bic, женам. ДН, НН R 和 叶片 В 的 边缘 一 对 一 
地 粘 合 在 一 起 ， 形 成 的 面 是 闭 的 且 是 连通 的 . 两 个 截 口 粘 合 到 一 起 的 点 同 另外 两 个 截 口 粘 合 到 
一 起 的 点 不 同 ， 所 以 从 物理 上 讲 ， 我 们 无 法 构建 成 一 个 黎 曼 面 的 模型 . 如 果 我 们 知道 在 截 口 的 
边缘 点 是 如 何 前 进 的 ， 就 会 对 黎 曼 面 更 加 清楚 . 


在 黎 曼 面 上 ， 原 点 是 一 个 特殊 的 点 . 对 两 个 叶片 来 说 相同 的 是 ， BH ESR A MR 


须 绕 两 次 才能 保证 是 闭 曲 线 ， 我们 把 黎 曼 面 上 的 这 种 点 叫做 支点 ， 

黎 曼 面 的 叶片 R 在 映射 24 下 的 像 是 上 半 оф, ADER 上 w RM 0/2, 0<0/2< 
x THER, 的 像 是 下 半 w ER. 在 每 ~- 叶 片上 ， 函 数 是 解析 连续 的 ， 如 果 越 过 支 割 线 ， 那 
么 函数 就 定义 在 另 一 叶片 上 ， 在 这 种 情况 下 ， 单 值 函 数 2 在 黎 曼 面 上 除 原点 外 都 是 解析 的 . 
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练习 


1， 试 作出 loge 沿 负 实 轴 制 破 2 平面 的 黎 曼 面 . 并 同 第 92 节 例 1 中 得 到 的 黎 曼 面 比 较 . 

2. 求 在 叶片 R。 上 了 映射 四 =logz 的 像 ， 这 里 n RERE., log: 的 黎 曼 面 已 在 第 92 节 的 
例 1 中 给 出 . 

3. 证 明 ， 在 映射 ==” 下， 第 92 节 例 2 中 给 出 的 = 的 黎 曼 面 上 的 叶片 К, RM w Fi 
的 下 半 和 平面 . 

4. 在 ”的 黎 曼 面 上 求 出 在 映射 ww 一 =“ 下 ， 像 为 整个 圆周 | w | =1 的 曲线 . 

5. 令 C 为 第 92 节 例 2 中 xz” 的 黎 曼 面 上 的 正定 向 圆周 | 2—2 | =1, =”, RAF 
К, 上 ， 而 下 半圆 位 于 R 上 ， 对 于 C 上 每 一 点 >， 


210 = dre, 4—5 <0< dnt >. 


证 明 
| z? dz = 0. 
Cc 


推广 这 一 结果 ， 对 其 他 没有 围绕 支点 从 一 片 进入 另 一 片 的 简单 闭 曲 线 ， 推 广 到 其 他 函数 ， 延 拓 
了 多 值 函 数 积分 的 柯 西 - 古 萨 定理 . 


93 ”相关 函数 的 黎 曼 曲面 


现在 我 们 考虑 简单 多 项 式 函 数 和 平方 根 函 数 的 复合 函数 的 黎 曼 面 . 
例 1 首先 作出 双 值 函数 


fz) = (2-1) = Jrirjexp КА, (1) 


BRS Ш, ХЕ zx 一 1] 二 riexp(i01)， z+1=r,exp(i6,). 这 一 函数 的 分 支 以 支点 === 1 之 间 的 
线段 Р.Р, УЖ С 127), 已 在 第 91 节 的 例 2 中 讨论 过 ， 上 面 的 分 支 为 m >>0，0 委 和 < 一 2x 
(2=1, 2), Hntr>2. КТАЖЕ Р.Р, 上 无 定义 . 


图 127 


双 值 函数 (1) 的 黎 昌 面 必须 由 叶片 R AR, Am. 令 这 两 个 叶片 都 沿线 段 PiP WR = 平 
面 ，R,。 的 截 口 的 下 岸 与 Ri 的 截 口 的 上 岸 粘 合 ，R， 的 截 口 的 下 岸 与 R 的 截 口 的 上 岸 粘 合 . 

EMER L, SAO 和 4 都 从 0 变 到 2х. 如果 叶片 R 上 一 点 围绕 线段 PP: ЖЕ 
方向 旋转 一 次 形成 一 简单 闭 曲 线 ， 则 角 0. 和 0, 都 从 该 点 回 到 原点 ， 改 变 了 2л. (9 +9,)/2 的 
改变 量 也 是 2л, BA f 的 值 未 变 。 如 果 叶 片 R。 上 一 点 围绕 支点 = 一 1 旋转 两 次 ， 它 从 叶片 R。 
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进 到 叶片 R ， 在 回 到 其 原始 位 置 之 前 ， 回 到 叶片 R。， 此 时 O 的 值 改 变 了 4х, 0, 的 值 未 变 . 


类 似 地 ， 对 于 点 z 围绕 支点 = 一 一 1 旋转 两 次 形成 的 圆 ，b 的 值 改 变 了 4x，0' WHARE. М 
Ж, (0.+0,)/2 也 改变 了 2n; f HERE. 所 以 在 叶片 Re 上， 通过 对 角 9 MO, 都 改变 2x 的 
整数 倍 ， 或 只 对 其 中 之 一 个 角 改 变 4x 的 整数 倍 ， 可 对 9 和 9% 的 范围 延 拓 . 

为 得 到 叶片 R 上 角色 Me 的 变化 范围 ， 我 们 看 到 ， 如 果 R。 上 一 点 仅 围 绕 支点 之 一 旋转 
一 次 形成 路 径 ， 那 么 它 进 入 叶片 R 并 不 再 回 到 R。。， 此 时 ， 其 中 一 个 角 的 值 改变 了 2x， 而 另 一 
个 角 的 值 未 变 ， 所 以 在 叶片 R 上 ,一 个 角 可 以 从 2r ÆA 4x， 另 一 个 角 从 OBS 2л. 它们 的 
和 从 2x 变 到 4x，f(z) 的 辐 角 (0 十 8)/2 № х 变 到 2x， 同 样 ， 对 其 中 一 个 角 的 值 改变 4r 的 整 
数 倍 ， 或 改变 两 个 角 的 相同 的 on 的 整数 倍 ， 就 可 以 求 出 角 的 变化 范围 . 

这 样 双 值 函数 (1 可 视 为 刚刚 所 得 到 的 黎 曼 面 上 点 的 单 值 函数 黎 曼 面 的 每 一 片 经 映射 
w= f(z) RMT ETD w i. 

例 2 考虑 双 值 函数 (图 128) 


f(z) = [20 —1)] 一 Wrrirsexp хее TO +6) (2) 


点 2=0, +1 为 该 函数 的 支点 ， 如 果 点 z 形成 了 包含 这 三 点 的 一 个 贺 ， 那么 f(z) 的 辐 角 改变 
了 3r， 函 数值 因此 改变 ， 所 以 为 得 到 f(z) 的 单 值 分 支 ， 需要 从 其 中 的 一 个 支点 到 无 穷 远 点 为 
支 割 线 ， 所 以 无 穷 远 点 也 是 支点 ， 可 通过 函数 f(1/z) 在 zx 二 0 有 支点 证 明 . 

令 两 个 叶片 分 别 沿 从 х — 1 到 z=0 的 线段 L 和 实 轴 上 点 2—1 #50 Г, Re 平面 . 
三 个 角 0, 9 和 4 中 的 每 一 个 在 叶片 R 上 从 0 BB) 2r， 在 叶片 R 上 从 2x 变 到 4r。 每 一 片上 
一 点 所 对 应 的 角 改 变 2x 的 整数 倍 ， 三 个 角 的 和 以 同样 的 方式 改变 了 4r 的 整数 倍 ， 函 数 f 的 值 
没有 改变 . 


分 别 沿 Li ML. HAR 截 口 的 下 岸 和 Е, 截 口 的 上 岸 ， 这 样 就 得 到 了 双 值 函数 (2) 的 黎 曼 
Ш. R 截 口 的 下 岸 分 别 沿 L ML 粘 合 R 截 口 的 上 岸 。 参照 图 128， 容 易 证 明 ， 函 数 的 其 中 
一 个 分 支 可 由 它 在 Re 上 的 点 表示 ， 另 一 分 支 可 由 它 在 Ri 上 的 点 表示 . 


y 


练习 


1. 做 出 三 值 函数 w= 二 (z 一 1)”“ 的 黎 曼 面 ， 并 指出 哪 三 个 忆 平 面 代表 该 黎 曼 面 上 每 一 叶片 


的 像 . 、 . 
2. 893 节 例 2 中 函数 ww 一 jz) 的 黎 曼 面 上 每 一 点 仅仅 对 应 一 个 w КИН. 证 明 ， 一 般 地 ， 
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每 一 个 w 的 值 都 对 应 黎 曼 面 上 的 三 个 点 . 
3， 做 出 多 值 函 数 


fœ = (21) 
HRS Ш. 
4. ЖЗИ С еван, шай 
g(z) = et? 1)”, 
的 黎 曼 面 . + fo EDO ХАНА R 上 的 分 支 ， 证 明 g 在 叶片 R。 和 和 叶片 R 上 的 分 支 
go Me 由 方程 


Bo (=) — 


ao = z+ fo(z) 


给 出 . 
5， 在 练习 4 中 ，( 叶 一 1)22 的 分 支 fo 可 由 方程 


К (=) =Мт ra (exp £) (exp 21) 
得 到 ， Нд, Жо, MO Bl 2x, H 5 
2—1 = пехр(:0,), = +1 = техр(:0›). 
注意 到 22 = 7, expli) trrexp(id.), ШЕВ Ж g(z) 二 z 十 (xz? 一 1)” 的 分 支 go 可 写成 如 下 形式 
. ， 2 
goa) = (тех 9+ Упежр 02). 


求 出 в (=) в (=), 这 里 对 所 有 的 Zs ritr: 之 2， со5[ (0, — 02/2 ]220, 并 证 明 | go (=) | 221. 
然后 证 明 ， 映 射 wH rte 1) RSH MOH R 映 成 区 域 | w | 之 1， 把 叶片 К, 映 成 区 
域 | wl 过 1， 把 点 = 士 1 之 间 的 支 割 线 映 成 圆 | w | 二 1， 注 意 这 里 所 用 的 映射 是 映射 = 一 


5 (+2) ви. 


BIS 保 形 映射 


在 本 章 中 ， 我 们 将 介绍 保 形 映射 的 概念 ， 并 重点 强调 这 种 映射 和 调和 函数 的 联系 ， 其 相关 
的 具体 应 用 将 在 下 一 章 进 行 讨论 . 


94 解析 函数 的 保 形 性 


设 C 为 光滑 曲线 (38 节 )， 由 下 式 表示 
х = 201) (Utb), 
f(z) 为 定义 在 C 上 的 函数 ， 设 
w= f[z@)] (а<1< 60) 
CHE w= f(z) ЕВН ГЮ И. 
假设 C 过 点 zo = z(t Cato <b), f TER to ЖЖ, AWE f(z.) AO. 根据 链 式 法 则 (第 8 
#5 5), WE (р) = [5000], № 
| w (to) = felto) Jz’ o); (1) 
即 ( 见 第 7 节 ) 
argw (to) = arg f [z(t.)]+argz’ (to). . (2) 
在 曲线 C 与 图 像 卫 分 别 在 点 z 和 wo 二 了 (zo) 的 方向 的 讨论 中 ， 式 (2) 将 是 十 分 有 用 的 . 
特别 地 ， 定 义 为 了 (zo) 的 幅 角 ， 0 为 C 在 点 zo 的 切线 的 倾角 (图 129). 根据 38 1, 6, 
аз; 根据 式 (2)， 有 
Ф = p +O 
为 w(to) 的 幅 角 ， 即 工 在 wo 二 f(zo) 的 切线 的 倾角 ， 因 此 在 w 的 切线 的 倾角 与 在 x 的 切线 的 
倾角 仅 相 差 一 个 旋转 
p = arg f(z). 


图 129 =p th 


令 Cy, С, 为 过 zo 的 两 条 光滑 曲线 ，b 、4 分 别 表示 CO, © 在 点 z 的 切线 的 倾角 .从 前 


面 的 讨论 中 我 们 可 以 得 到 ， 
ф = p tA 和 $ = bo the 
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分 别 表示 图 像 五 、T 在 点 wo = f(zo) 的 切线 的 倾角 . 因此 ， 册 一直 二 一 91， 也 就 是 说 ， Г, 到 
Г, НЯ $. Я 在 数量 和 意义 上 是 与 Ci С, 的 角 0, — 0, 相同 的 ， 这些 角 在 图 130 中 都 被 定义 
Ж а. 


图 130 


根据 这 种 保 形 性 ， 一 个 映射 w= (OER x 是 保 形 的 ， 如 果 解析 且 满 足 f' (20) 40. X 
际 上 ， 这 种 映射 在 点 o 的 一 个 邻 域内 都 是 保 形 的 ， 因 为 f 在 点 z。 的 一 个 邻 域内 是 解析 的 (23 
5), APA co 是 连续 的 (48 节 )， 根 据 12 节 定 理 2， 存在 一 个 邻 域 ， 满足 该 邻 域内 所 有 点 
都 有 f(z) 去 0. 

一 个 映射 w= f(z) 如 果 在 区 域 D 上 任意 点 都 是 保 形 的 ， 则 它 在 区 域 р 上 是 保 形 变换 或 保 
Ма, РЕ DD 内 了 解析 和 且 其 导数 "没有 零点 ，/ 是 保 形 映 射 。 在 第 3 章 学 习 过 的 每 一 
个 初等 函数 都 可 以 定义 为 某 区 域内 的 保 形 映射 ， 

例 1 ki ое" 在 整个 z 平 面 上 是 保 形 映射 ,因为 在 任意 点 (e*) =e 40. 考虑 = 平面 内 
任意 两 条 直线 z=ci;，y 二 cs， 其 中 第 一 条 方向 向 上 ， 第 二 条 方向 向 右 。 根据 第 13 节 ， 它 们 在 
映射 w=e* 下 的 图 像 分 别 为 以 原点 为 中 心 的 定义 正方 向 的 圆 和 从 原点 出 发 的 一 条 射线 .根据 图 
20013 节 )， 直 线 的 夹 角 在 负 方 向 上 是 直角 ; 同样 地 ， 在 记 平 面 上 圆 与 射线 的 夹 角 在 负 方 向 上 
也 是 直角 .映射 и=е 的 结构 在 附录 B 的 图 7、8 中 也 有 讨论 . 

例 2 考虑 两 条 光滑 曲线 а(х, W=a То, у) =с,, PNR RR 

f(z) = исх, у) + ivlasy) 
的 实 部 和 虚 部 ， 它 们 相交 于 点 zo。，f 在 该 点 解析 且 S (20) 560. WRA w 二 f(z) 在 点 z ЖЖ, 
且 把 这 两 条 曲线 映射 为 在 点 zw = f(zo) 正 交 的 两 条 直线 ис 和 v 一 cx*， 根 据 我 们 的 结论 可 知 ， 
这 两 条 曲线 在 点 = 正 交 ， 这 个 结论 在 25 节 的 练习 7 到 11 中 早已 证 明 并 讨论 过 了 . 
一 个 映射 称 为 保 角 映 射 ， 如 果 在 数值 上 保持 两 光滑 有 曲线 的 夹 角 不 变 ， 但 并 不 要 求 在 意义 上 
也 保持 . 

例 3 映射 w=z 作为 实 轴 上 的 一 个 反射 ， 是 保 角 但 不 保 形 的 . 如 果 在 它 上 面 作 用 一 个 保 
形 映 射 ， 则 作用 后 的 映射 w= 二 f(z) 也 是 保 角 但 不 保 形 的 . 

设 /不 是 常 值 函 数 且 在 点 zo 解析， 如 果 还 满足 f(zo) 二 0， 则 zo 称 为 映射 w= ЕС) W é 
KR. 

例 4 点 z=0 是 映射 

w=14+2 
HT. ZRH BRAS: 
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== w=142Z. 
显然 ， 从 点 z= 二 0 出 发 的 0 二 a 的 射线 被 映射 为 从 点 也 =1 出 发 的 倾角 为 2а 的 射线 . 更 一 般 地 ， 
从 临界 点 z= 二 0 出 发 的 任意 两 条 射线 的 夹 角 经 这 个 映射 都 变 为 原来 的 二 倍 . 
通常 可 以 证 明 ， 如 果 点 z。 是 映射 w 二 了 f(z) 的 一 个 临界 点 ， 则 存在 一 个 整数 тт), E 
得 任意 过 点 zo 的 两 条 光滑 曲线 的 夹 角 在 这 个 映射 的 作用 下 成 为 原来 的 т. ЛЖ т 即 是 
满足 f° (2) 40 的 最 小 正 整 数 ， 该 结果 的 证 明 留 作 练 习 . 


95 ”伸缩 因子 


设 映射 w=/(z) 在 点 zo 是 保 形 的 ， 则 通过 考虑 六 (zo) 的 系数 可 以 获得 它 的 另 一 个 性 质 . 
根据 导数 的 定义 和 17 节 练 习 7 中 提 到 的 关于 模 的 极限 的 性 质 ， 我 们 知道 | 
jm АР = У 


ery | z— zo | 


| f(z) |= |lim 200 Ла? И 
0 


其 中 | 2—5, | 表示 连接 z。 和 x 的 线段 的 长 度 ，| f(z) 一 f(zo) | 表示 w Еа ВА fle) 
和 f(z) 的 线段 的 长 度 ， 显 然 ， 当 zz 接近 zx。 时 ， 两 线段 的 比 
| f(z) — f(zo) | 
| z— zo | 
接近 于 | f(z) |. HER, | f(s) | 表示 扩大 ， 如 果 它 比 单位 1 大 ; 否则 表示 缩小 . 
”尽管 通常 情况 下 ， 从 一 点 到 另 一 点 ， 旋 转角 argf (=) (94 节 ) 和 伸缩 因子 | Г (=) | 都 会 改 
变 ， 但 由 于 六 的 连续 性 ， 当 点 z 接近 点 ze 时 ， 它 们 的 值 接近 агр CoM | 六 (zo) |. 因此， 
点 zo 的 邻 域内 的 一 个 小 区 域 的 图 像 和 原 区 域 在 意义 上 是 相 一 致 的 ， 即 它们 有 相似 的 形状 .但 
是 一 个 大 区 域 可 能 被 映射 为 一 个 同 原 区 域 完 全 不 同 的 区 域 . 
例 Sfar, WRZ 
w = f(z) = а? — у +i2rxy 

在 半 直 线 

yeaa Sod), х= 105 22 0) 
的 相交 点 = 二 1+;i 保 形 ， 定 义 这 两 条 半 直 线 为 C 和 Cs ， 其 中 正方 向 向 上 ， 显 然 在 相交 点 从 С 
到 С, 的 角 为 x/4( 图 131). 因为 点 < 一 Cz，J) 在 世 平 面 内 的 图 像 为 一 点 ， 其 直角 坐标 系 中 的 坐 
标 为 

u=z—y 和 v=?ry, 


所 以 半 直 线 C 被 映 为 用 参数 


и = 0, v= 22°. (О0О <= < оо) (2) 
RAH, ВГ, Но М БЕ 0220. ЕВ С, 被 映 为 用 参数 
и=1-У, v=2y (0<у<о) (3) 


表示 的 曲线 M, ALT, УМЫ а = аи 1) ЕЗЕР. 注意 ， 任 何 一 种 情况 下 ， 图 像 
的 正方 向 朝 上 . | | 
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图 131 w=2? 


ШЖ и 和 w 是 式 (3) 所 表示 的 图 像 Г, 的 变量 ， 则 


du du/dy 一 2y vo 
特别 地 ， 当 0=2 В}, до/аи = — 1. 正如 我 们 所 希望 的 ， 根 据 映射 在 点 z= 二 1 十 i 的 保 形 性 ， 在 
点 ш= 01+) =2:, 6 Г. NAAT, 的 角 为 x/4， 即 x/4 是 在 点 z= 二 1 十 i 的 旋转 角 
arg[f Aa +i] = arg[201 + D] = 2 + enn (п= 0, +1, 2,,.-.) 


的 其 中 一 个 值 п/4. 在 该 点 的 伸缩 因子 为 
| FOU |=] 20a +i) |= 2402. 
为 了 阐明 从 一 点 到 另 一 点 的 旋转 角 和 伸缩 因子 是 怎样 变化 的 ， 我 们 注意 ， 在 点 * 一 1， 因 
为 (1)=2， 它 们 分 别 为 0 和 2.， ТЕР 131%, С, Я Г, 正 是 被 讨论 的 图 像 ， 且 х 的 非 负 半 轴 
С, BERS и 轴 的 非 负 半 轴 芽 ;. | 


96 В 


若 映 射 w= 了 f(z) 在 点 z 保 形 ， 则 它 在 该 点 存在 局 部 逆 ， 即 如 果 ww 二 f(zo)， 则 存在 唯一 的 映 
射 z==g(w)， 它 在 w 的 某 个 邻 域 N 内 有 定义 且 解 析 ， 使 得 gw) Sz, BX N 内 所 有 点 w 
Afle(wl=w. 进一步 地 ，g(w) 导 数 为 


, 1 
g (ш) = ar (1) 


从 表达 式 (1) 可 知 映 射 = gw) Я w 解析 . 
假定 w= f(z) 在 点 = 保 形 ， 下 面 将 证 明 ， 作 为 高 等 微 积分 学 9 的 一 个 直接 的 推论 ， 逆 是 存在 
的 .根据 94 节 ， 映 射 ww 二 f(z) 在 点 о 保 形 意味 着 存在 z 的 某 个 邻 域 ， 使 了 解析 ， 因 此， 如 果 记 
z=artiy, м = хо Б іуо, f(z) = и(х,у) +ivl(z,y), 
我 们 知道 ， 存 在 点 (zo。，y。) 的 一 个 邻 域 ， 使 得 u(x，y) 和 v(tz，y) 的 各 阶 偏 导 都 连续 ( 见 48 
节 ). 


加“ 本 节 所 用 的 高 等 征 积 分 学 的 结果 可 参见 A. Е. Taylor and W. В. Mann, Advanced Calculus, 3d ed., рр. 241- 
247, 1983. 
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下 面 两 个 等 式 
и = и(х,у), v= о(х,у) (2) 


表示 上 述 邻 域 到 uv 平面 的 一 个 映射 ，z、y 为 uv 平面 内 的 上 述 邻 域内 的 点 . 则 该 映射 的 雅 可 
比 行列 式 


= и, — чи,» 
Ur Vy 


EK (хо, yo SES. 根据 柯 西 - 黎 曼 方程 和 一 w Mu, =v RIPARIS A 

J = (Cu, + (0, =| РО) |’; 
Вн = УЖ zo RE. МЫ Г (0) 50. 函数 wlrz，y) 和 wx，y) 及 它们 的 导数 的 连续 
性 条 件 ， 还 有 雅 可 比 行列 式 的 连续 性 ， 可 以 充分 确保 映射 (2) 在 点 zo 存在 逆 。 也 就 是 说 ， 如 果 

ио 一 MUCzoyy) 和 wo = ulto» у), (3) 

则 有 唯一 的 连续 函数 

` x= х(из0), y= ylu,v), (4) 
Ж (ио, о) ЮЖ ФИ N 内 有 定义 ， 且 映 该 点 为 (zx。，y。o。)， 即 当 式 (4) 成 立时 式 (2) 成 立 ， 若 
再 增加 连续 条 件 ， 则 函数 (4) 有 连续 的 一 阶 偏 导 ， 且 满足 在 NN 内 


一 工 = L —_1 _1 
г. = FV т, и», 5. yer > “=. (5) 
如 果 记 wHutiv Я ооо ио tiv, ИЖ, 
gw) = z(u,v) -іу(и,о), (6) 


则 映射 z==g(w) 显 然 为 原 映射 w= (DER © NI. RADDA ИГ АЖ 
и Біо = и(х,у) + ivlz,y), т-у = z(u,v) tiy(u,v); 
后 两 个 等 式 和 
w= f(z) 和 z= gw) | 
是 相同 的 ， 且 g 具有 我 们 所 期 望 的 性 质 ， 通 过 等 式 (5) 可 以 证 明 g 在 N 解析 ， 至 于 oe WwW 
达 式 (1) 的 导出 细节 留 作 练习 . . | 
例 在 94 节 的 例 1 中 我 们 知道 ， 若 Г) =е' MRA w= РСЕ Е с ША, Fal 
Hh, ZEA zo 二 2xi И. зо 的 图 像 为 点 wo =1. Чи ERAN ARRAY w=pexpGh) HBX 
时 ， 在 点 хо 的 道 可 以 通过 g(w) 二 logw 获得 ， 其 中 logw 定义 为 对 数 函数 的 一 条 分 支 
logw = lnot Ф (p> 0,п <0 < Зп), 
使 得 w 的 任何 邻 域 都 不 包括 原点 .观察 知 ， 
| g(1) = lnl + i2x = 2ni 
ВМ w БИН, 
flg(w)] = exp(logw) = w. 
同样 ， 根 据 等 式 (1) 
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121 
wo exp 


-4 — 
g (и) = wloBw = 


注意 ， 当 点 zo 二 0 时 ,可 以 利用 对 数 函 数 的 主 值 支 
Logw = Inpo + (p>0,—=r<$< к) 
定义 8 在 这 种 情况 下 ，&(1) 一 0. 


练习 


1. 确定 映射 w= 2 在 点 c= 2+ HRA, AWRY RR. 证 明 此 映射 在 该 
点 的 伸缩 因子 为 2 V5. | ， 

2. 计算 映射 ww 王 1/z 在 下 列 各 点 的 旋转 角 ， 

(а)2=1; (b)z=i. 

答案 : (a)n; (00. 

3. 证 明 在 映射 w=1/z F, BR y 一 xz 一 1 A у=0 МНЯ и? +0 —u—v=0 A 
线 0=0: 绘制 四 个 图 像 ， 确 定 相应 的 方向 ， 且 证 明 在 点 2—1 映射 保 形 . 

4. 证 明 非 零点 zo 二 roexp(i0) 在 映射 ww 二 x (n= 二 1，2，…) 下 的 旋转 角 为 (n 一 1)0。， 确定 该 
映射 在 该 点 的 伸缩 因子 . 

EE: nro’. 

5. 证 明 上 映射 w= sinz FER 


z= 5 tnr (n=0,+1,+2,) 


外 的 所 有 点 保 形 ， 注 意 ， 这 是 和 附录 В 的 图 9、10、11 RARER. 

6. 确定 映射 w= 二 zx’ 在 下 列 各 点 的 局 部 北 ， 

(a)zo =23 (b)z, 一 一 2; (с) 202= — 1. 

ЖЖ: (ош? = Уре"? (p>0, —д<ф< л); 

(сил [ре (p>0, 20<ф< 4). 

7.96 节 中 曾 指出 ， 由 等 式 (6) 定 义 的 局 部 道 g(w) 的 两 部 分 clu, dM уби, УЖ М 
内 连续 ， 且 有 连续 的 一 阶 偏 导 ， 运 用 96 节 的 等 式 (5) 证 明 ， 在 N 内 柯 西 - 黎 曼 方程 x, 一 y。，z, 一 
— у, 成 立 ， 因 此 可 得 出 结论 g(w) 在 该 邻 域内 解析 . 

8. 证 明 若 z 二 gCw) 是 保 形 映射 = ГОРЛЕ зо 的 局 部 道 ， 则 在 g 解析 的 一 个 邻 域内 ( 练 
习 7)， 每 一 点 都 满足 


/ 1 
8 (w) = FOY 
提示 : 利用 事实 f[g(w)] 二 w， 对 微分 复合 函数 应 用 链 式 法 则 . 
9. 设 映射 w= 二 f(z) 在 区 域 品 保 形 ，C 为 区 域 D 内 一 条 光滑 曲线 ， ELTAC 在 该 映射 下 
的 图 像 ， 证 明 械 也 是 一 条 光滑 曲线 . | 
10. 设 函 数 f 在 点 z。 解析， 且 对 某 个 整数 m(m 之 1) 
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f Ca) = Гы) =o = f (хо) = 0, К” Ceo) 5 0. 
wo = fz). 
(a) 利 用 f EA z。 的 泰勒 级 数 证 明 ， 存 在 z 的 一 个 邻 域 ， 使 得 702) — ио 可 以 写 为 


(т) 
fz) — w = (= — z)” раа), 
其 中 ， g(z) 在 点 Zo 连续 且 g(Czo) 一 0. 


(b) 令 了 为 光滑 曲线 СЕН w= f(z) PARR, МИ 129094 1). 注意 当 z 沿 曲线 C 接 


WF =。 时 ， 图 中 倾角 9。 和 加 分 别 是 arg(z 一 zo) 和 arg[f(z) 一 wj] 的 极限 ， 运 用 (a) 中 的 结果 
ШЕВ 0, MH 满足 下 列 等 式 | 
$o = тб, + arg Г” (=). 
(HEN a 为 过 点 zo 的 光滑 曲线 C AC, 所 成 角 ， 如 图 130(94 节 ) 中 的 左 图 .根据 (b) 中 


获得 的 等 式 证 明 曲线 Г, 和 T 在 点 wo 二 f(zo) 所 成 角 为 та СНЕ В m= 时 映射 在 点 zo ЖЖ, | 


X m2 时 ，z。 是 临界 点 ). 
97 RA | 
M2 节 可 知 ， 若 函数 
f(z) = и(х,у) + оС, у) 


ARR р 解析 ， 则 实 值 函 数 和 vv 在 该 区 域 调 和 .， 即 它们 在 区 域 D 有 连续 的 一 阶 偏 导 和 二 阶 
偏 导 ， 且 满足 拉 普 拉 斯 方程 


Uz Huy =0 和 о. ty = 0. | (1) 
从 前 面 可 知 u Av 的 一 一 阶 偏 导 满足 柯 西 - желт. | 
и. = Us и, = Us (2) 


A 25 PRUNE, о уи HEA. 

假设 x(z，y) 为 任意 给 定 的 在 单 连通 区 域 (25 节 )D 上 的 调和 函数 ， 本 节 中 ， 我 们 将 通过 
推导 wv(z，y) 的 表达 式 来 证 明 u(x，y) 在 区 域 咯 内 总 有 共 轿 调和 w(x，y). 

为 了 解决 这 个 问题 ， 我 们 先 回 忆 高 等 微 积 分 学 中 线 积分 的 一 些 重要 事实 >. 设 P(z，y) 和 
Q(x，y) 在 zy 平面 内 的 单 连通 区 域 D LE- MERRI, (os DAGI, yA D KERM 
点 ， 如 果 在 D 内 任意 点 有 了 ,一 Q.， 则 只 要 积分 路 径 C 完全 落 在 DD A, BRD 


| PG Dds+ Qde 


同 积分 路 径 的 选取 无 关 . HAC, 528. (г, DED AEK, 则 该 REA < 和 > 的 一 
个 单 值 函 数 


F(a,y) = im P(s,t)ds + QCs,t)dt, (3) 
. 20 'У0) . А 


© 参考 W. Kaplan, Advanced Mathematics for Engineers, pp. 546-550, 1992. 
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且 其 一 阶 偏 导 满足 


F(z,y) = Р(х,у), Е,(х,у) = Өбх,у). (4) 


.注意 当 取 另 一 个 点 (zo， yo) 时 ， F 的 值 相 差 一 个 常数 ， 


现在 返回 到 刚 开 始 所 给 的 调和 函数 w(x，y)， 它 在 D 内 任意 一 点 满足 拉 普 拉 斯 方程 xz 十 
Uy =0, BD 


х 


(— uy), = (и,),. 
WA, и 的 二 阶 偏 导 在 D 内 连续 ， 也 就 是 说 一 u, Ми. 的 一 阶 偏 导 在 D 内 连续 因此 ， 如 果 在 
DAB (a, У), 函数 


х,у) 
(25у) = | 05,0854, (0 (5) 
在 D 内 所 有 点 都 有 定义 ;根据 等 式 (4)， 我 们 有 
vr (х,у) =— u, (zy), zy(zyy) = и. (х,у) (6) 


即 柯 西 - 黎 曼 方程 。 因 为 u 的 一 阶 偏 导 连续 ， 则 根据 等 式 (6) 易 知 ”的 导数 也 连续 因此 (21 
Hulz, у) Біо(х, We DAR: Нои 的 共 轿 调和 . ™ 

由 等 式 (5) 定 义 的 函数 v 并 不 是 唯一 的 共 轿 调和 .， 函 数 vCzx，y) 十 c 也 是 w АИ, 
其 中 c 为 任意 的 实 常数 .[ 见 25 节 练 习 2. ] 

Я 考虑 在 整个 zy 平面 上 调和 的 函数 x(z，2) 一 zy， 根 据 等 式 (5)， 函 数 


(х,у) 
vary) = | 一 sd 十 地 
(0,0) 


是 ибх, у) й) ТИ. 这 个 积分 可 以 通过 观察 得 出 结果 ， 它 也 可 以 通过 对 下 面 的 路 径 进 
行 积分 获得 : 先 对 从 点 (0，0) 到 点 (z， 0) 的 水 平 路 径 进行 积分 ， 再 对 从 点 (x，0) 到 点 (xz，y) 
的 垂直 路 径 进 行 积分 ， 结 果 为 Е 


| (х,у) = a thy, | 
且 相 应 的 解析 函数 为 
f(z) зу а? 一 у?) 一 一 de. 

98 调和 函数 的 映射 

寻找 一 一 个 在 指定 区 域 调 和 且 满 足 指定 边 值 条 件 的 函数 在 应 应 用 数学 中 是 很 重要 的 . aE ра #0 
在 边界 上 的 值 给 定 ， 则 这 类 问题 称 为 第 一 类 边 值 问题 ,或 犹 利克 雷 问题 . 如 果 函 数 在 边界 上 的 
法 向 导数 给 定 ， 则 这 类 问题 称 为 第 二 类 边 值 问题 ， 或 诺 伊 要 问题 . 这 两 类 边 值 条 件 的 转化 和 结 
合 也 会 出 现 . 

在 应 用 中 所 给 区 域 常 常 是 单 连通 的 ， 且 在 单 连通 区 域 调和 的 函数 通常 有 共 柜 调和 本 数 (97 
节 )， 这 类 区 域 的 边 值 问题 的 结果 是 解析 函数 的 实 部 或 虚 部 ， 

例 1 在 25 节 的 例 1 中， RN wR 


Та, у) = e sine 
对 带 形 区 域 0<z<r，y>0 满足 一 个 狄 利克 雷 问 题 ， 且 它 表 示 一 个 温度 问题 的 解 。 函数 ТСЕ, 
УЕ xy 平面 上 调和 ， 显 然 它 是 整 函数 
— ie? = е sina — ie” cosz. 
ЗЕ. М, ЕХ г" HERB. 
有 时 给 定 的 边 值 问题 可 以 通过 证 明 它 是 一 个 解析 函数 的 实 部 或 虚 部 来 解决 . 但 是 它 取决 于 问 
题 的 简单 程度 和 对 单 变 量 解析 函数 的 实 部 和 虚 部 的 熟悉 程度 ， 下 面 的 定理 是 一 个 重要 的 补充 . 
定理 假设 解析 函数 
w= f(z) = и(х, у) -і0(х,у) (1) 
把 z 平 面 内 的 一 个 区 域 D, Но 平面 内 的 一 个 区 域 D。。 З hu, VRELE D。 上 的 调 
和 函数 ， 则 函数 
Н(х,у) = h[ulz, y) vlz y)] (2) 
在 D, 上 调和 . 
我 们 先 就 区 域 D, 是 单 连通 的 情形 来 证 明定 理 . 根据 97 节 ，D。 的 性 质保 证 所 给 调和 函数 
hlu, ov AERA glu, о). 因此 函数 
Pw) = h(u,v) + ig u,v) (3) 
ЕО. 解析 ， 因 为 函数 f(z) 在 D, 解析 ， 所 以 复合 函数 OL f(z) МЕ р. Жіп. МИ, ЯН 
的 实 部 ALuCz, у), via, у) JE D. 调和 . 
如 果 D 不 是 单 连通 区 域 ， 我 们 知道 对 О, 内 任意 点 w APM | w— w | <: 完全 落 在 
D. 内 ， 因 为 该 邻 域 单 连通 ， 故 式 (3) 所 表示 的 函数 在 邻 域 解析 ， 更 一 般 地 ， 因 为 f ED. 内 的 
zo 点 (其 像 点 为 wm) 连续 ， 则 存在 邻 域 | z 一 z。| <8， 其 图 像 落 在 邻 域 | ww | <e 内 .由 此 
可 知 @[ f(z) HE SBIR | z 一 z。| <0 解析 ， 且 我 们 可 以 推断 出 AR[x(z，?)，vCz，2)] 在 该 邻 域 
内 调和 . 最 后 ， 因 为 w 是 р, 内 任意 一 点 ， 且 也 . 内 每 一 点 在 映射 w= 二 了 f(z) 的 作用 下 映射 为 一 
AS, MAAS либ, у), ох, pIE Шр. 调和 . | 
对 D. 不 一 定 是 单 连通 的 一 般 情 形 ， 该 定理 的 证 明 也 可 以 通过 对 偏 导数 运用 链 式 法 则 直接 
RS. 计算 也 包含 在 其 中 ( 见 99 节 练 习 8)， 
例 2 AA hlu, =e” sin 在 包含 上 半 平 面 ov 之 0( 见 例 1) 的 区 域 D,。 上调 和. 如果 映 射 
为 w=z?， 则 w(x， у) 22 у Molar, y)=2zy; 更 多 地 ，z PEKUE P-R, y> 
0 的 区 域 р, 映射 为 12 节 例 3 所 示 的 区 域 D。 因此 函数 
H(zx,y) = e°? зіп(лх? — у?) 
在 D. 调和 . 
例 3 函数 xz，Io=Im=v 在 水 平 带 形 区 域 一 rz/2<vz<r/2 上 调和 ， 从 88 节 例 3 可 知 ， 
映射 w==Logz Ш r> 映 为 带 形 区 域 . 因此 ， 通 过 


Logz = Іама? 十 y 十 iarctan = , 


| 其 中 一 rz/2<arctant<<r/2， 我 们 找到 函数 
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Н(х,у) = arctan 之 
x 


ЖЕТ 2220 上 调和 . 
99 边界 条 件 的 映射 

通常 情况 下 ， 较 重要 的 边 值 条 件 是 通过 函数 或 它 的 法 向 导数 在 调和 区 域 的 边界 上 的 值 给 定 
的 .本 节 中 ， 我 们 将 证 明 部 分 这 些 条 件 在 保 形 映射 的 作用 下 保持 不 变 ， 这 些 结果 将 用 于 第 10 
章 解决 边 值 问题 ， 基 本 的 方法 是 把 zy 平面 内 所 给 的 边 值 问题 转化 为 xn 平面 内 更 为 简单 的 边 值 


问题 ， 然 后 利用 本 节 和 前 面 章 节 中 的 定理 ， 通 过 解决 简单 的 问题 从 而 解决 原始 问题 . 
定理 ” 设 映射 


| w = f(z) = и(хьу) + iulz,y) (1) 
在 某 条 光滑 曲线 C 上 保 形 ， 令 古 为 C 在 该 映射 下 的 图 像 。 如 果 洛 厂 ， 函数 h(u，v) 满 足 条 件 
h=h 或 dh 一 (2) 
dn 
中 的 任何 一 个 ， 其 中 有 Z-PKEKM, dh/dnZLATHEAFR, ЖА С, BK 
H(z,y) = hlul(z,y),v(r,y)] } (3) 
满足 相应 的 条 件 
一 я dH = 
H=h 或 ам 0, (4) 


其 中 dH/dN 定义 为 C 的 法 向 导数 
为 了 证 明 车 在 厂 上 满足 条 件 h ho, MEHE СЕН НА 成 立 ， 我 们 从 等 式 (3) 知 在 
映射 (1) 下 ,在 C 上 任 一 点 (zx，y) 函数 Н 的 值 同 h 在 (x，y) 的 像 点 (uw，v) 的 值 相 同 ， 因 为 像 


”点 (zy х) Г НИВА А =h, 所 以 沿 C#H=hp. 


另 一 方面 ， 设 沿 卫 有 dh/dn=0. BUH, WA 


dh 
gn 一 n, 5) 
Jn (grad h) en ( 


其 中 grad h EXHT Eh 在 点 (u， 必 的 梯度 ,nn 为 在 (u，v) 的 单位 法 向 导数 ， 因 为 在 点 (u， 
v)，dh/dn 二 0， 等 式 (5) 告 诉 我 们 grad h TEA (u,v) Ml п 1Е36. BP grad hEBAAT 相 切 (图 
132)， 但 是 梯度 是 和 等 高 线 正 交 的 ; 又 grad AMO 相 切 ， 所 以 ГЖ (и, vd APA hu, 
v)=c EZ. 、 
根据 等 式 (3) z 平面 内 的 等 高 线 НО, у) =с 可 以 写 

| h[u(z,y) vla,y)] = с; 
显然 它 在 映射 (1) 下 被 映射 为 等 高 线 h(u，v) с. HSM, НУ СЕЊУГ, T AAFAR h 
би, о) =с 正 交 ， 正 如 前 面 章 节 所 论证 的 ， 从 映射 (1) 在 C 的 结构 可 知 ，C 在 (u，wv) 的 对 应 点 
(х, уЗ НО, y= 正 交 ， 因 为 梯度 总 是 和 等 高 线 正 交 的 ， 也 就 是 说 ，gradH 在 (xz， 
УЗ C 相 切 ( 见 图 132)， 如 果 X СНС, VRARE, M gradH AN 正 交 ， 即 
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132 
(gradH) • N = 0. (6) 
最 后 ， 由 
dH = (gradH) • М, 


dN 
从 等 式 (6) 可 以 得 出 在 C 上 各 点 dH/dN=0. 
在 本 节 讨论 中 ， 我 们 默认 grad №720. WẸ grad h=0, 根据 后 面 的 练习 10(a) 引 申 出 的 恒等式 
| gradHCzyy) |= | gradh(u,v) || f(z) |, 
得 gradH=0; 因此 dh/dn 和 相应 的 法 向 导数 dH/dN 都 是 零 . 我 们 也 可 以 假设 : 
(1) gradh 和 gradH 总 是 存在 ，; 
(ii) 当 gradh Æ lu, VPRO R, AR Hx, у) =с ж. 


ЖИРЕ, HAZOHBERH OTRAS. ЯПАН, 


条 件 (D 和 (ii) 总 是 满足 的 ， 
例 280880 hlu, v=vt2. Ш 
w= iz? 一 一 2zy t+ Кл? — у?) 
4 2320 时 保 形 ， 它 把 半 直 线 y=r(c>O RH и HREM, WR A=2; 把 正 半 轴 映 为 v 的 
正 半 轴 ， 此 时 法 向 导数 有. № ОС 133). 根据 上 面 的 定理 ， 函 数 
Н(х,у) = 2 — y +2 
一 定 满足 沿 半 直 线 y 一 z(z 之 0) 时 H=2, Ж z 正 半 轴 时 五 ,一 0， 这 些 都 可 以 直接 证 明 . 


图 133 


若 边 值 条 件 不 是 定理 中 提 到 的 那 两 类 中 的 任何 一 类 ， 也 可 以 通过 映射 转化 为 和 原来 不 同 的 
条 件 ( 见 练习 6)， 映 射 问题 的 新 边 值 条 件 在 任何 情况 下 都 可 通过 某 一 特殊 的 映射 得 到 ， 注 意 ， 
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ERER F. НЕ PRAHA C 的 方向 导数 和 有 E w 平面 上 的 相应 点 沿 像 曲线 了 
的 方向 导数 的 比 为 | Г’ (=> | ; 通常 ， 这 个 比 沿 一 条 给 定 的 曲线 并 不 是 一 个 常 值 ( 见 练习 10). 


练习 


1. 利用 97 节 表达 式 (5) ， 找 出 调和 函数 u, =r ry 的 一 个 共 斩 调 和 丽 数 ， 写 出 
关于 复 变量 z 的 解析 函数 . 

2. 令 u(x，y) 在 单 连 通 区 域 DIAM. 应 用 97 节 和 48 节 的 结果 ， 证 明 在 整个 区 域内 它 的 
各 阶 偏 导 都 连续 . 

3. 映射 w=expz 把 水 平 带 形 区 域 0 一 ><r 映射 为 上 半 平 面 >, 参见 附录 B 的 图 6; H 
函数 

h(u,v) == Ве(и?) = и? — т 

在 这 个 半 平 面 调和 .， 应 用 98 节 的 定理 ， 证 明 函 数 H(z, у) = е cos2y 在 带 形 区 域 调和 .直接 
证 明 这 个 结论 . | 

4. 在 映射 w 一 expz F, у 轴 上 的 线段 0<у<л 的 图 像 为 半圆 а? 07 =1, 0220. BK 

1 
huso) = Re(2—wt = )=2—-ut ying 

在 也 平面 的 除去 原点 的 上 所 有 点 都 调和 ;， BEE KA LA=2. ЖЖ 99 节 的 定理 所 定义 ， 写 出 
H(z，y) 的 一 个 清楚 的 表达 式 ， 通 过 直接 证 明 沿 y 轴 的 线段 SyS 有 Н=2 来 阐述 这 个 定理 . 

5. 映射 w= 2? 把 z 平面 的 z 轴 、y 轴 和 原点 映 为 ww 平面 内 的 w 轴 ， 考虑 调和 函数 

hlu,v) = Rele“) = е “созъ, 

显然 它 的 法 向 导数 h, Bu MAS. 24 Гб) = 时 ， 直 接 证 明 有 H(x，y) 的 法 向 导数 沿 z 平 面 的 
两 条 正 半 轴 都 为 零 ( 注 意 映射 w= 在 原点 不 调和 ). 

6. 用 调和 函数 

h(u,v) = Re(— 2twt+e™) = 20 |е *соѕо 

代替 练习 5 中 的 函数 (и, о). ЗЕ, 沿 x 轴 /一 2， 但 是 沿 z EMH, = 40, Hy 正 半 轴 
Н.=4у. 这 表明 满足 


dh = hy 90 


ТЕЖ Е dH/dN=h, 这 个 条 件 ， 

7. 证 明 ， 如 果 函 数 H(z, анис 4) 0—1, ЖА, H(z, y +A 也 是 这 
个 问题 的 解 ， 其 中 A 是 一 个 实 常数 . 

8. 设 解析 函数 w= f) Sular, ака, У = 平面 内 的 区 域 D。 映 为 ww 平面 内 的 区 域 
Du; 在 D 定义 函数 h(u，v)， 有 连续 的 一 阶 偏 导 和 二 阶 偏 导 . 对 偏 导 数 应 用 链 式 法 则 证 明 ， 
如 果 На, у) =А[ибх, у), viz, У], В 

На. + Hy (ау = Thea) + ha (av) | fC) |. 
因此 ， 当 hu, VED., WAR, BR НО, УЖО. WA. 这 是 98 节 定 理 的 另 一 个 证 明 ， 即 
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使 区 域 D, 是 多 连通 区 域 也 可 以 ， 
9. РЕЖ р(х, VE 忆 平 面 的 区 域 了 P。 有 连续 的 一 阶 导数 和 二 阶 导数 ， 且 满足 泊 松 方程 
Р (usv) + p, Cu.v) = Ф(и, и), 
其 中 B@ 是 给 定 的 函数 .根据 练习 8 获得 的 恒等式 可 知 ， 如 果 人 解析 函数 
w = f(x) = ulz, y) + ivlz,y) 
映 区 域 D. 为 区 域 D,， 则 函数 
Р(х,у) = plu(z,y),v(zr,y)] 
E D, 满足 泊 松 方程 
Ps (х,у) +P, (х,у) = Bulr,y) vr D] fC |? 

10. 设 包 二 f(z) 二 w(t，y) 十 ivC(x，y) 是 保 形 映射 ,把 光滑 曲线 C RERI A w 平面 内 的 

光滑 曲线 下 ， 令 h(u，w) 为 定义 在 荆 上 的 函数 ， 且 记 
H(zx,y) = Ви(х,у),о(х,у)]. 

(a) 通 过 计算 ， 我 们 知道 gradH 的 z BA у АЯ Н, AMH, 同样 ，gradh 的 两 部 
HSM в, Mh, 对 偏 导 应 用 链 式 法 则 ， 且 应 用 柯 西 - 黎 曼 方 程 ， 证 明 如 果 (z，y) 是 C 上 一 
д, (и, ЯГА, ЯА 

| gradH (=, у) | 一 | gradh(u,v) | Г’ C2 |. 

(ОЕ В КВ С 到 gradH С EAG, VAMMA T A gradh E(x, у) (и, v) 
的 角 是 相同 的 . 

OA s Mo 分 别 表 示 沿 曲线 C 和 了 的 距离 ; thr ACA, у) ИЕ, EMA 
离 增加 的 方向 ， 根 据 (a) 和 (Cb) 的 结果 ， 并 利用 


dH dh 
ан _ К-ДЕ h) + т, 
ds (gradH) t J (gradh) • т 


证 明 方 向 导数 沿 曲线 下 映 为 


dH _ dh 


第 10 == 保 形 映射 的 应 用 


现在 我 们 将 利用 保 形 映 射 来 解决 一 些 物理 问题 ， 其 中 人 包括 含 两 个 独立 变量 的 拉 普 拉 斯 方 
E. 另外， 包括 热传导 问题 ， 电 势 问题 和 流体 流动 问题 ， 因 为 这 些 问 题 都 是 阐述 一 些 方法 ， 所 
以 它们 都 是 一 些 非 常 基本 的 问题 . 


100 ”稳定 温 
在 热传导 理论 中 ， 在 固体 表面 上 某 一 点 的 流量 指 的 是 该 点 单位 时 间 单位 空间 沿 某 一 指定 方 
向 流动 的 热量 值 ， 因 此 流量 是 用 每 秒 每 平方 厘米 的 卡路里 这 样 的 物理 量 来 测量 的 .用 定义 ， 


且 它 随 该 点 表面 温度 了 的 法 向 导数 变化 而 变化 ， 即 


= к 
Ф=- Ку K>. (1) 


LCDR е TEM, BRK 称 为 均匀 固体 材料 的 导热 系数 9， 

固体 上 的 点 对 应 于 三 维 空间 的 直角 坐标 系 中 的 点 ， 且 限定 我 们 的 目标 仅 解决 温度 工 沿 z 
轴 和 y 轴 变 化 的 情形 ， 由 于 ТИЗЕ ху 平面 的 坐标 轴 不 发 生变 化 ， 所 以 热流 量 是 二 维 的 且 和 
zy 平面 平行 ， 进 一 步 说 ， 我 们 承认 流量 处 于 稳定 状态 ， 即 了 不 随时 间 变 化 . | 

假设 该 固体 内 没有 热量 产生 或 消亡 ， 即 没有 热源 和 热 漏 ， ПОРЕ, BERR ТС, УМЕЮ 
一 阶 、 二 阶 偏 导 在 固体 内 部 各 点 都 是 连续 的 ， 对 热流 量 的 这 些 陈述 和 表达 式 (1)? 在 热传导 的 数 
学 理论 中 的 基本 假设 ， 也 是 在 有 连续 分 布 的 热源 的 固体 的 每 一 点 应 用 该 理论 的 基本 假设 . 

现在 考虑 固体 内 部 体积 的 一 个 小 块 ， 它 具有 方 棱柱 形状 ， 它 在 垂直 于 zy 平面 上 有 单位 重 
E, 为 Az 乘 Ay( 图 134)， 热 流量 灌 通过 左手 面向 右 方 向 的 增 量 是 一 KT-(z，?)Ay; 沿 通过 
右手 面向 右 的 方向 的 增 量 是 一 KT.《z 十 Az，y)Ay， 由 第 二 个 增 量 减 去 第 一 个 ， 我 们 得 到 通过 
这 两 面 的 小 块 的 热 损失 ， 这 个 热流 净 损 失 率 可 以 写成 


K[ 7 А FG») Jarsy, 
或 . 
— KT a (х,у) Ахду, (2) 
当 Ax 很 小 时 ， 当 Az 和 Ay 的 增 量 更 小 时 ， 表 达 式 (2) 是 一 个 精确 度 更 高 的 近似 ， 
类 似 地 ， 通 过 其 他 垂直 zy 平面 的 面 的 热 损失 都 可 以 写成 
= КТ „Сх, у) ATAY. А (3) 
热量 流入 或 流出 这 个 小 块 仅 通过 这 四 个 面 ， 且 该 小 块 内 部 的 温度 保持 稳定 ， 因 此 表达 式 (2)7 和 


表达 式 (3) 的 和 为 零 ; 即 
Tu (oop + T(x,y) = 0. (4) 


О PERE MA ERB A + 传 里 叶 (1768 一 1830) 命 名 . 他 的 著作 中 有 一 个 映射 ， 是 热传导 理论 中 的 一 个 
典型 ， 在 附录 A 中 有 引证 ， 
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因此 温度 函数 在 该 固体 内 部 各 点 满足 拉 普 拉 斯 方程 . . У 
根据 等 式 (4) 和 温度 函数 与 它 的 偏 导 数 的 连续 性 ,本 在 固体 内 部 -… 
的 区 域内 是 关于 工 和 y 的 调和 函数 ， ( 
表面 lz, у) =с НИЯ, He 是 任意 实 常 数 ， 它 
们 也 可 以 看 成 zy 平面 的 曲线 ; 若 薄 片 表面 是 绝热 的 ，T(Gz，y) 可 以 x 


认为 是 该 平面 一 个 小 薄片 内 一 点 的 温度 。 即 函数 工 的 围 道 是 等 
温 线 . 图 134 

工 的 梯度 在 各 点 和 等 温 线 正 交 ， 且 各 点 的 最 大 流量 是 梯度 方 
H. 如果 T(x，y) 是 定义 在 一 个 小 薄片 的 温度 ，S 是 函数 ТИНА, МН SCz， 
D=o 在 解析 函数 T(z，y) 十 iS(zx， 力 保 形 的 各 点 与 工 的 梯度 相 切 ， 曲 线 505, у) 一 co Ж 
为 流 线 . 

如 果 法 向 导数 dT/dN 沿 这 个 薄片 的 边界 的 各 个 部 分 都 为 零 ， 则 通过 这 些 部 分 的 热流 为 零 . 
即 这 些 部 分 绝热 的 ， 因 此 是 一 条 流 线 ， 

函数 工 也 可 以 定义 为 在 固体 内 传播 的 物质 的 浓度 ， 在 这 种 情形 下 ，K 是 一 个 传播 常数 . 
上 述 的 讨论 和 等 式 (4) 的 引申 都 可 以 很 好 地 应 用 于 稳定 状态 的 传播 . 


101 半 平 面 上 的 稳定 温 

现在 我 们 找到 一 个 薄 无 限 半 平面 之 0 的 稳定 温度 函数 T(z，y)， 其 中 该 半 平面 的 每 个 面 
都 是 绝热 的 ， 且 在 边 y=0 的 除 线段 一 1 二 x+<1 上 温度 保持 为 单位 1 外 ， 其 余部 分 为 零 ( 图 
135)， 函 数 TCz，y) 是 受 限 制 的 ;这 个 条 件 是 很 自然 的 车 我 们 把 所 给 平面 看 作 平面 y< 


yo 的 极限 情况 。 在 这 个 平面 内 满足 当 y 增加 时 ， 上 边界 保持 一 个 固定 温度 . 事实 上 ， 规 定 当 
у 趋向 于 无 限时 T(z， 习 接近 零 是 有 物理 解释 的 ， | 


所 要 解决 的 边界 值 问 题 可 以 写成 | | 
T (х,у) + Т, (х,у) = 0 (оо <= < оо, у> 0), (1) 
1, a| T |< 1 


0) = (2) 
Mas loo ма 


be © | 
А T=0 В Т= C T=0 рх l T=0 u 


_ 2—1 
81 


(2>о, -7<6-6<) 


同样 ，| ТО, y) | <M，M 为 某 一 正常 数 ， 这 就 是 zy 平面 的 上 半 平 面 的 狄 利克 雷 问题 18 
过 我 们 的 方法 将 获得 一 个 新 的 uo 平面 内 某 区 域 的 狄 利克 雷 问题 ， 这 个 区 域 是 上 半 平 面 在 映射 
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w 二 f(z) 作用 下 的 像 ， 其 中 f(z) 在 у>0 的 区 域 解析 且 除 去 没 定义 的 两 点 ( 士 1，0) 外 ， 沿 边界 


у=0 保 形 .显然 寻 找 一 个 满足 新 间 题 的 有 界 的 调和 函数 是 很 容易 的 ， 第 9 章 的 两 个 定理 将 把 
uv 平面 内 该 问题 的 解 转化 为 zy 平面 内 原 问题 的 解 ， 特别 地 ，w 和 w 的 一 个 调和 函数 将 被 转化 
Ha Жу 的 一 个 调和 函数 ， 且 uv 平面 内 的 边界 条 件 和 xy 平面 的 相应 部 分 相同 ， 因 此 我 们 可 
以 用 相同 的 记号 工 定义 两 个 平面 的 不 同 温度 函数 . 

i | 

Zz 一 1] 二 rexp(i01) 和 2+1 = r expliĝ:), 
其 中 0<6,.<n(kK=1, 2). 映射 
w= log Z = In + il, 0) (2 >0,-3<a-4 <) (3) 

在 上 半 平 面 y 之 0， 除 两 点 一 士 1 外 都 有 定义 ， 因 为 在 该 区 域内 K0 一 生 委 <( 见 图 135)， 当 0 天 
0,0, а 时 对 数 的 值 等 于 主 值 ， 而 且 回 忆 88 节 的 例 3 知 上 半 平 面 y> 映 为 ww 平面 的 水 平 带 
状 区 域 0 二 v 二 x， 正 如 例题 标注 ， 该 映射 相应 的 边界 点 在 附录 B 图 19 中指 出， 事实 上 ， 它 正 
是 映射 (3) 的 图 像 ，z 轴 上 z= 一 1 和 z=1 即 9 一 B= 二 7 之 间 的 线段 被 映 为 带 形 区 域 的 上 边界 ，; 
工 轴 的 其 余部 分 即 91 —9, =0 映 为 带 形 区 域 的 下 边界 .所 要 求 的 解析 性 和 保 形 性 显然 满足 . 

一 个 关于 w 和 w 的 在 带 形 区 域 的 边 v= 二 0 上 为 零 ， 在 边 "一 x 上 为 单位 1 的 有 界 的 调和 函数 
显然 为 о 


Т = Ly, (4) 
ne 


它 是 整 函 数 (1/x)w 的 虚 部 ， 所 以 调和 .根据 等 式 


2 — 1 . 之 一 工 
=! ав), (5) 


w= ln 


映射 轴 和 >y 轴 ， 我 们 得 到 


И (z 一 1)(z 十 1) 22 十 多 一 1 十 12y 
"一 КЕ Saal are НОУ | 


或 者 


— _2y 
| v = arctan (т). 
该 反正 切 函 数 变化 范围 是 0 到 x， 因 为 


Пр _ 
arg( 47) 一 
В 0<#8, 一声 x， 表 达 式 (4) 可 以 改写 为 


T= Tarctan( ) (0 < arctant < л). (6) 
к 


2y 
z? +y — 1 
因为 表达 式 (4) 在 带 形 区 域 0<v<r 调和 ， 表达 式 (3) 在 半 平 面 y>0 解析 ， 应 用 98 WHE 
理 ， 我 们 可 以 得 出 结论 : 函数 (6) 在 半 平 面 调和 . 这 两 个 调和 函数 的 边界 条 件 在 相应 的 边界 上 
是 相同 的 ， 因 为 它们 都 是 99 节 定 理 中 的 h= h 类 型 . 因此 有 界 的 函数 (6) 是 原 问题 的 解 。 当 


BF 


然 ， 我 们 可 以 直接 证 明 函 数 (6) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 ， 且 当 点 (x，y) 从 上 面 接近 х 轴 时 ,应 数值 
接近 于 图 135 的 左 图 所 显示 的 . 
В T, y= (0 之 cl 过 1) 是 贺 
з? + (y 一 cotre)? = ese’ xc, 
上 过 点 ( 士 1，0) 的 曲线 ， 且 中 心 在 У. 
最 后 ， 我 们 注意 调和 函数 与 常数 的 乘积 仍 是 一 个 调和 函数 ， 所 以 函数 


Т 
Т = загса ( (0 < arctant < x) 


2y 
х? +y =) 
表示 给 定 的 半 平 面 内 的 稳定 温度 ， 沿 r 轴 的 线段 一 1<z<1l 的 温度 ТЫ 可 以 用 任何 一 个 常 值 
温度 了 一 T。 RE. 


102 一 个 相关 问题 


考虑 三 维 空间 中 的 一 个 半 无 限 厚 片 ， 限 制 在 平面 += 十 x/2 和 y 一 0 

之 间 ， 当 头 两 个 面 的 温度 保持 为 零 且 第 三 个 为 单位 温度 ， 我 们 希望 找到 TO 

温度 T(z，y) 在 该 厚 片 内 的 任意 点 的 公式 ， 该 问题 也 就 是 寻找 在 一 个 

有 半 无 限 带 形 区 域 一 /2 过 xz 过 x/2、y>0 的 薄片 的 温度 函数 ， 其 中 薄片 72 

的 各 个 面 都 是 完全 绝热 的 (图 136). 136 
НН ГАЈ Tz, у), ЖДЕ 


Т... (х,у) ЕТ, Cary) = 0 (-$<2<Fy>9), a) 

_ х = л — 
T( ху) = T(F19)=0 (у 2> 0), (2) 

— _ х х 
Т(х,0) = 1 ( Хг), (3) 
其 中 Та, WAR. 
观察 89 节 的 例 1 或 附录 B 的 图 9， 映 射 

w = sinz (4) 


把 这 个 边 值 问题 转化 为 101 节 中 的 温度 问题 (图 135)、 因 此 根据 前 节 的 解 (6) 得 


_ 1 2v 
T= 二 arctan (37 地 一 1 Teo т) (0 < arctant < п). (5) 


等 式 (4) 中 的 变量 转化 是 


и 一 sinzcoshy， v = coszrsinhy; 


调和 函数 (5) 转 化 为 


2coszsinhy | ) | 


1 /Zcosxsinny __ 
Те arctan sin’ хсозћ у + cos’xsinh’ у — 1 


因为 分 母 可 以 简化 为 sinhzy 一 cossz， 所 以 商 可 以 写 为 
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2cosxsinhy _ __2(соѕх/ѕіпһу) _ tan2 
| sinh? у — cosx 1 — (cosz/sinhy)? — апга, 
其 中 тапа = соѕх/ѕіпћу. 因此 Т= (2/п)а, BP 
_ 2. cosx ug . 
Т = = arctan( Sop ) (0 < arctant < +): (6) 


因为 讨论 范围 非 负 ， 所 以 反 函 数 在 0 到 х/2 之 间 变 化 . 

因为 sinz 是 整 函 数 ， 函 数 (5) 在 半 平 面 v>0 调和 ， 所 以 函数 (6) 在 带 形 区 域 一 rz/2<z<r/2， 
у>0 调和 . 同 条 件 当 |] >l, v=0 в T=0 一 样 ， 函 数 (5) 也 满足 边界 条 件 当 | и | <1Н 
v 二 0 时 Т=1. 函数 (6) 满 足 边 界 条 件 (2) 和 (3)， 而 且 ， 在 整个 带 形 区 域内 | Та, y | <1 A 
此 表达 式 (6) 也 正 是 所 要 找 的 温度 公式 . 

ZAR T(x, у) =с (0 过 ci 过 1) 是 该 厚 块 表 面 


cosx = tan( 75 )sinhy 


的 一 部 分 ， 且 各 表面 都 过 cy 平面 内 的 点 ( 士 x/2，0)， 如 果 K 是 热传导 系数 ， 则 流入 平面 y= 
0 的 面 上 的 热量 是 


—KT,(x,0) = 


К | 


NCOST 


-т<=<7). 


流出 平面 x 二 x/2 的 面 上 的 热量 是 


к _ 2K 
кт. ( 2 э) зану > 0). 


本 节 中 的 边 值 问题 也 可 以 通过 分 离 变量 法 解决 . 这 种 方法 更 直接 ， 但 它 所 给 的 解 是 无 穷 级 
数 的 形式 ” . 


103 象限 中 的 温度 


现在 我 们 寻找 在 一 个 薄片 的 稳定 温度 ， 满 足 在 一 个 平面 内 在 某 边 的 端点 绝热 ， 而 在 该 边 的 
其 余部 分 保持 一 个 固定 温度 ， 且 第 二 条 边 保持 另 一 个 固定 温度 ， 因 为 表面 绝热 ， 所 以 该 问题 是 
二 维 的 . 
选取 适当 的 温度 刻度 和 单位 长 度 使 温度 函数 工 边 值 问题 满足 
Т, (х,у) +T (ry) = 0 (rz>0,y>0) (1) 
人 =0,4%0<24<1 
T(zx,0) = 1,42>1 
Т(0,у) = 0 (ур 0) (3) 
其 中 ТО, PEKRRAR. 平面 和 它 的 边界 条 件 如 图 137 的 左 图 所 示 . 条 件 (2) 规 定 了 函数 
工 在 边界 线 上 一 部 分 的 法 向 导数 和 另 一 部 分 的 函数 值 ，102 节 最 后 提 到 的 分 离 变量 法 并 不 适用 


(2) 


о ”相似 的 问题 在 Fourier Series and Boundary Value Problems, 6th ed. Problem 7, р. 142, 2001 #3). ARABS 
10 章 中 有 关于 边 值 问题 解 的 唯一 性 的 简短 讨论 . ' 


于 同一 边界 线 上 有 不 同类 型 条 件 的 问题 . 

正如 附录 B 10 Pra. BRAY 

z = sinw (4) 

FEWER BE KR O<u<n/2, 0220 到 象限 20. yO 的 一 一 上 映射。 因为 所 给 的 函数 是 单 
射 且 是 满 射 ， 所 以 反 函 数 确实 存在 ， 又 映射 (4) 在 除 点 w= 0/2 外 的 带 形 区 域 上 保 形 ， 因 此 反 
函数 在 除 点 z= 二 1 外 的 象限 保 形 ， 反 函数 把 x 轴 的 线段 0 二 zx 过 1 映 为 带 形 区 域 的 基部 ， 把 边界 
的 其 余部 分 映 为 带 形 区 域 的 边 ， 如 图 137 所 示 . 

因为 映射 (4) 的 反 函 数 在 除 点 = 1 外 的 象限 保 形 ， 故 要 得 到 所 给 问题 的 解 可 以 通过 寻找 一 
个 在 带 形 区 域 上 调和 的 函数 ， 它 满足 图 137 的 右 图 所 示 的 边界 条 件 ， 而 这 些 边界 条 件 正 是 99 
PEHY A=h 和 dh/dn=0 两 个 类 型 . 


y 


D 
T=0 
с 
1 了 =1 
图 137 
新 边 值 问题 所 求 的 温度 函数 T ERA 
T= 2 (5) 
л 


其 中 函数 (2/x)x 是 整 函数 (2/r)x 的 实 部 .我 们 现在 需要 把 ТЯ х 和 2 表示 出 来 . 
为 了 获得 x 和 y 表示 的 uw， 我 们 注意 ， 根 据 等 式 (4)， о 


ш = ѕіписоѕћо, у = cosusinhv. (6) 
当 0<u<r/2 It, sinu 和 cosu 都 非 零 ;相应 地 有 
ey, | Е (7) 


© sinu cosu 
现在 很 容易 知道 ， 对 每 个 固定 的 v“， 双 曲线 (7) 的 焦点 为 
z асы cosu = 1, 


微分 的 绝对 值 是 
Jatt Fy —V(z—1) + у? = 2sinu. 
RESERO)M, 4u=0 R u= x/2 时 这 个 关系 也 成 立 ， 利 用 等 式 (5)， 知 所 需 温度 函数 为 


T= pine ЕУ а Vaz ry |. a (8) 
л 
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由 于 0 委 “ 魏 x/2， 反 正弦 函数 在 0 和 x/2 之 间 变 化 . 
如 果 我 们 想 证 明 这 个 函数 满足 边界 条 件 (2)， 我 们 一 定 记得 ， 当 z>1 时 Y (zr 一 1)? 为 x 一 1， 


当 0<z<1l 时 V (zx 一 1)? 为 1 一 x, 平方根 为 正 的 . 注意 在 区 域 下 边界 的 绝热 部 分 的 任意 点 的 温 
度 为 


T(x,0) = 2 arcsinz <<. | 368 


根据 等 式 (5) 知 等 温 线 ТО, у) 二 c1(0 过 ci 过 1) 是 共 焦 双 曲 线 (7) 落 在 第 一 象限 且 и пс № (369 
的 部 分 ， 由 于 函数 (2/x)v 是 函数 (5) 的 共 斩 调 和 ， 固 定 等 式 (6) 中 的 v 为 常数 ， 则 流 线 是 共 焦 
椭圆 的 四 分 之 一 . 


练习 


1. 在 图 135001 节 ) 的 左 图 所 示 的 半 无 限 区 域 问 题 中 ， 根 据 101 节 的 等 式 (5) 得 温度 函数 
Tia, у) “же, авнаа. ЕН у 轴 上 半 部 分 和 该 轴 各 边 上 的 某 
些 圆 的 上 半 部 分 ， 其 中 这 些 圆 的 中 心 落 在 = 轴 的 线段 4B 或 CD E. 

2. 证 明 若 101 节 中 的 函数 人 不 受 约 东 ， 则 该 节 中 的 调和 函数 (4) 可 以 用 调和 函数 


T= (2 + Acoshw) = 1, + Asinhusinv 
x 


替换 ， 其 中 A 为 任意 实 常数 ， 从 而 得 出 结论 ，uv 平面 内 的 带 形 区 域 ( 图 135) 的 狄 利克 雷 问 题 
不 唯一 . | 
3. 假设 工 的 界 从 102 节 ( 图 136) 的 半 无 限 区 域 的 温度 问题 获得 ， 证 明 如 果 考 虑 对 解 加 上 函 
数 Asinz 的 虚 部 ， 其 中 A 是 任意 实 常数 ， 则 有 无 穷 解 . | | 
4. 利用 函数 Loge 找 出 在 一 个 区 域内 有 界 的 稳定 温度 的 表达 式 ， 且 如 y 
果 区 域 的 面 完 全 绝热 且 它 的 边 满足 温度 T(x，0)= 二 0 ATO, у) =1, 该 E 
表达 式 落 在 区 域 20, угос 138). ЖИВАЯ, анте 7 
图 像 . T=0 х 
答案 : (T=Zaretan(2). 


5. 求解 一 一 个 固体 内 的 稳定 温度 ， 其 中 它 的 形状 为 一 一 个 长 圆柱 形 枢 
子 ， 边 0 一 0 和 = Oy (0<r<ro) 的 温度 分 别 为 常数 零 和 То, 且 表 面 ~ 一 m 
(0<9<8, ) 是 完全 绝热 的 (图 139). - 


答案 : T= Zarctan(~). 

6. 在 半 无 限 区 域 y 之 0 内 求解 稳定 温度 ， 满 足 在 边界 2<—1(y=0) 
的 部 分 T= 0, 在 х>1(у=0) 84 T= 二 1， 且 在 边界 的 带 形 区 域 一 1 二 + 二 1(y 一 0) 绝 
热 ( 图 140). 

答案 : ТЕТ + barcsi VETO уар /DT | (—x/2arcsint<rx/2), 
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7. 求解 区 域 20, у>0 内 的 稳定 温度 ， 满 足 在 拐角 处 相同 宽度 的 带 形 区 域 上 绝热 ， 其 余 
边界 面 保持 固定 温度 ， 如 图 141 所 示 . 

提示 : 该 问题 可 以 转化 为 练习 6 中 的 问题 . 

答案 : 


T= 1+ ела y ЕЮ + Czy) У = у — 1)? + Оху)? l 
T . 


(— к/2 < arctant < x/2). 


图 140 : 141 


8. 求解 如 下 半 无 限 平面 内 带 形 区 域 的 犹 利克 雷 问 题 : 
Ha (х,у) +Н,„(х,у) =0 O<r<x/2,y>0), 
Н(х,0) = 0 (0 < z< п/2), 
НО, у) = 1, Н(к/2,у) = 0 (уг 0), 
其 中 0<HCz, у)<1. 
提示 : 该 问题 可 以 转化 为 练习 4 中 的 问题 . 


Z.: H=2arctan( 26). 
х 


tant 
9. 求解 在 半圆 r* 委 1、0 委 4 委 rx 内 绝热 的 温度 函数 То, OM RAR, 满足 沿 射 线 0=0(0< 
7 二 1)T=1， 在 边界 的 其 余部 分 Т=0. 
Re: 该 问题 可 以 转化 为 练习 8 中 的 问题 . 


=2 11.9 
ZE: T= ~arctan(77~cot 2 ). 


10. 求解 = 平面 内 区 域 xz 之 0、?y 疡 0 的 边 值 问题 ， 满 足 其 表面 绝热 ， 边 界 条 件 如 图 143 
所 示 . | 
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提示 : 利用 映射 


把 该 问题 转化 为 103 节 ( 图 137) 中 的 问题 ， 
11. 无 限 水 平 区 域 0<y<rx 的 边 的 一 部 分 <<0(y>=0) 和 z<0(y 一 x) 绝 热 ， 其 表面 也 绝热 . 
且 当 z>0 时 (图 144), ЖИ ТО, O=1M ТО, к) =0 满足 ， 求 解 该 区 域内 的 稳定 温度 . 
提示 : 该 问题 可 以 转化 为 练习 6 中 的 问题 . | 
12. 考虑 一 个 薄 区 域 ， 其 表面 绝热 ， 形 状 为 包含 原点 的 椭圆 的 上 半 部 分 焦点 为 (十 1， 


0). 温度 在 椭圆 边界 上 为 =1. W z 轴 的 线段 一 1 二 x<1 ШЕЯ Т=0, HE х 轴 的 其 余部 


分 绝热 ， 通 过 附录 B 中 的 图 11 求解 热流 线 . 


13. 根据 50 节 和 该 节 中 的 练习 7， 如 果 沿 一 个 封闭 区 域 R，f(z) =и(х, у) (а, УЕ 
续 解 析 ， 在 R 的 内 部 不 为 常数 ， 且 晴 数 u(r，y) 在 R 的 边界 上 达到 最 大 值 和 最 小 值 ， 在 内 部 
不 取 最 大 值 和 最 小 值 ， 设 w(xz，y) 是 稳定 温度 ,解释 为 什么 最 大 值 和 最 小 值 保 持 在 边界 上 . 


104 静电 位 


在 静电 场 中 ,一 点 的 场 强 表示 作用 于 该 点 的 单位 正 电荷 的 力 的 矢量 ， 静 电位 是 空间 坐标 系 
中 一 个 纯 量 函 数 ， 满 足 在 任 一 点 ， 任 意 方向 的 方向 导数 就 是 场 强 在 这 个 方向 的 负 值 . 

对 两 个 具有 稳定 电荷 的 粒子 ， 一 个 粒子 施加 在 另 一 个 粒子 的 吸引 力 或 排斥 力 同 电量 的 乘积 
成 正比 ， 同 距离 的 平方 成 反比 ， 由 平方 反比 定律 ， 可 以 证 明 在 单 粒子 形成 的 电场 中 某 一 点 的 电 
势 和 点 与 粒子 的 距离 成 反比 ， 在 没有 电荷 的 任何 区 域 ， 由 该 区 域外 的 电荷 产生 的 电势 满足 三 维 
空间 中 的 拉 普 拉 斯 方程 . 

如 果 电 势 V 在 和 zy 平面 平行 的 所 有 区 域内 都 是 相同 的 ， 则 在 无 电荷 的 区 域内 V 是 只 关于 
变量 x МУ 的 调和 函数 ， 

У. Су) + Vy (х,у) = 0. | 
在 任 一 点 的 场 强 矢量 和 zy 平面 平行 ，z 部 和 yy 部 分 别 为 V(rz，y) 和 一 V,《r，y)。 因 此 该 矢 
量 是 VC(z，y) 的 梯度 的 负 值 . 

V(z，y) 为 常数 的 面 为 等 势 面 ， 场 强 在 导体 表面 上 一 点 的 切 向 部 分 在 静 力 情况 下 为 零 ， 因 
为 在 这 样 的 表面 移动 ， 电 荷 不 受 力 . 因此 沿 导体 的 表面 VY(z，y) 是 一 个 常数 ， 这 样 的 面 是 等 
势 的 . 

如 果 U 是 V DIA, W zy 面 上 的 曲线 UCz，2) 一 cz 称 为 势 线 (flux line). АЯ 
的 曲线 与 一 个 等 势 线 V(rz，y) 二 ct 相交 于 满足 解析 函数 V(z，2) 十 iDU(z，2) 的 导数 不 为 零 的 
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某 一 点 ， 则 这 两 个 曲线 在 该 点 相交 且 场 强 与 势 线 相 切 . 
电势 V 的 边 值 问题 和 稳定 温度 Т 的 边 值 问 题 是 相同 的 数学 问题 ， 同 稳定 温度 一 样 ， 复 变 
量 的 方法 限制 在 二 维 问题 上 .例如 102 节 ( 见 图 136) 的 问题 可 以 转化 为 寻找 空间 


_ x 
2 <х< 2 у> 0 


的 二 维 电势 问题 ， 其 中 在 导电 区 间 х= 0/2 Ж у=0 受 约束 ， 在 其 内 部 绝缘 ， 且 在 前 两 个 面 保 
持 电 势 为 零 而 第 三 个 面 为 单位 1. 

在 一 个 导电 平面 内 有 稳定 电流 的 电势 在 不 是 源 点 和 漏 点 的 点 是 一 个 调和 函数 ， 重力 势 是 物 
理 上 又 一 个 调和 函数 的 例子 . 


105 圆柱 空间 中 的 位 势 


一 个 长 的 中 空 圆柱 由 薄 的 导电 材料 制 成 ， 柱 面 沿 纵向 裂 成 两 个 相等 的 部 分 ， 这 两 部 分 被 绝 
缘 材 料 制 成 的 薄 带 子 分 开 ， 作 为 电极 ， 其 中 一 个 接地 ， 电 势 为 零 ， 另 一 个 保持 一 个 不 同 的 固定 
电势 . 如 图 145 左 图 所 示 建 立 坐标 轴 和 单位 长 度 及 电势 差 . 然后 我 们 再 把 任意 和 柱 面 边 缘分 离 
的 封闭 空间 电势 V(x，y) 转 化 为 cy 平面 的 圆 zz 十 光一 1 内 的 调和 函数 ， 注 意 在 圆 的 上 半 部 分 
У=0, ЖЕ У=1. 


< < 
© 


< 
Ul 


pai 

w + otu- 
с 
м 


图 145 


一 个 线性 分 数 映射 把 上 半 平 面 映 为 中 心 在 原点 的 单位 圆 的 内 部 ， 其 中 正 实 轴 映 为 圆 的 上 半 
部 分 ， 负 实 轴 映 为 圆 的 下 半 部 分 ， 在 88 节 练 习 1 中 已 经 证 明 . 这 个 结果 在 附录 B 的 图 13 给 
出 ; 交换 Жи, ALAA ST 


一 也 | 
的 逆 给 出 了 半 平 面 内 У 的 一 个 新 闻 题 ， 如 图 145 的 右 图 所 示 . 
函数 
二 Logw = р 2 ig (>00<$<x) (2) 


GRRE и 和 w 的 一 个 有 界 函 数 ， 假 设 在 u MERR 6—0 Abn 为 常 值 ， 因 此 这 个 半 平 面 
的 调和 函数 为 


У = Larctan( 2), | . o (3) 
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其 中 反 函 数 的 值 在 0 到 之 间 变 化 . 


映射 (1) 的 道 为 
_,l-z 
w = 1 IFz’ (4) 
因此 w 和 w 可 以 用 z Жу 表示 . 等 式 (3) 变 为 
v = Larctan( 1—$ У) (0 < arctant < x). (5) 
к У 


函数 (5) 是 被 柱 形 电极 封闭 的 区 域内 的 势 函 数 ， 因 为 它 在 圆 内 调和 ， 且 在 半圆 满足 所 需 的 值 . 
若 我 们 想 证 明 这 个 结果 ， 要 注意 

lim arctant = 0 Ж lim arctant = т. 
ERE KR SAR Ve, у=с O<e KD EA 

2? + (y+tanne,)? = see’ кс, 

的 弧 线 ,其 中 每 个 圆 都 过 点 ( 士 1，0). 同样 ，z 轴 上 这 两 点 之 间 的 连 线 是 等 势 线 VCz，?) = 
1/2. V 的 一 个 共 轿 调和 U 是 一 (1/x)lnp， 或 者 是 函数 一 (i/n)Logw МЕЖ. НА, U 
可 表示 为 


从 这 个 等 式 可 以 看 出 势 线 U(z，2) 一 cz apot z 轴 的 圆 的 弧 线 ，y 轴 上 两 电极 之 间 的 连 线 也 
是 势 线 . 


练习 

1. 105 节 的 调和 函数 (3) 在 半 平 面 v 之 0 有 界 ， 且 满足 图 145 的 右 图 所 示 的 边界 条 件 ， 证 明 
如 果 把 he 的 虚 部 添加 到 那个 函数 上 ， 则 所 得 结果 满足 所 需 全 部 条 件 ， 其 y 
中 A 为 任意 实数 . 


V=0 


2. 105 节 的 揣 射 (4) 把 图 145 的 左 图 所 示 的 圆 的 上 半 部 分 映 为 ww 平面 的 ЕВ 

第 一 象限 ， 直 径 CE 映 为 v HELM. ЖЕНЕ л? Бу? = 1. у220 MF —6— 4 
Ш у 0 围 成 的 封闭 空间 的 电势 V， 满 足 在 柱 面 Y 一 0， 在 平面 的 表面 VY 一 1 

(图 146). 


_ 2 1—2 — у? 
BR: V=arctan( Dy ). 


3. 求解 空间 01. 0<0<п/4 的 电势 V(r，9)， 其 中 在 半 平 面 9 一 0、0 一 r/4 和 柱 形 表 
i r=1 的 0<6<n/4 的 部 分 受 约束 ， 且 在 平面 表面 V 二 1， 在 柱 形 表面 VY 二 0( 见 练习 2). 证 明 
获得 的 函数 满足 边界 条 件 . 
4. 注意 除 原点 外 调和 的 函数 logz 的 所 有 分 支 有 相同 的 实 部 ， 写 出 共 轴 导电 柱 形 表面 x 十 
二 1 和 x 十 Y= 二 ro? (ro 闫 1) 之 间 的 空间 内 的 电势 V(x，y)， 其 中 在 第 一 个 表面 VY 二 0， 在 第 二 
个 表面 V=1. i 


图 146 
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ва, усаар, 

5. 求解 空间 y>0 М У(х, у), НРЕЖЫЕНУШ у=0 上 ， 带 状 区 域 (一 c<z<a， 
2 一 0) 和 该 平面 的 其 余部 分 绝缘 ， 且 保持 电势 =1, 在 其 余部 分 V=0( 图 147)， 证 明 获 得 的 函 
数 满足 边界 条 件 . 


376 答案 : У= Tarctan 


2 
(ape) (O<arctant<n). 


6. 求解 图 148 所 示 的 半 无 限 空间 的 电势 ， 其 中 在 两 个 半 平 面 和 一 个 半 柱 面 受 约束 ， 且 在 
柱 形 表面 V = 二 1， 在 平面 表面 V=0. 在 xy 平面 内 画 出 一 些 等 势 线 . 


V0 V1 V=0 х 


图 147 


-2 2y 
答案 : V=~aretan( 7-53) 
7. 求解 平面 у=0 和 > 一 x 之 间 的 空间 的 电势 V， 满 足 在 z>0 KRS V=, 在 zx<0 的 部 
分 V==1( 图 149)， 用 边界 条 件 检验 所 得 结果 . 


答案 : у= агаа р) (0<агстапі<«л). 


sinnz 
8. 求解 长 柱 形 r=1 内 部 空间 的 电势 V， 满 足 在 柱 形 表面 的 第 一 个 四 分 之 一 (一 1，0<0< 
x/2) 上 V=0， 在 表面 的 其 余部 分 (r= 二 1，x/2<9<2x) 上 V==1( 见 88 节 的 练习 5 ЖИ 110). 证 
明 在 柱 面 的 轴 上 V=3/4.。 用 边界 条 件 检 验 所 得 结果 . 
9. 利用 附录 B 的 图 20 求解 温度 函数 T(x，y)， 满 足 在 所 示 的 zy 平面 上 的 阴影 区 域内 调 
A, HERRAR ABC, T=0; WRB DEF, Т=1. 证 明 所 得 函数 满足 边界 条 件 ( 见 练习 2). 
10. 矩形 区 域内 У 的 犹 利克 和 雷 问 题 
У. (а. У, (х,у) =0 O<r<a0<y<d), 
Viz,0) = 0, Уст, =1 O<zr<a), 
У(0, у) =Vlasy =0 (0 < у< 6) 
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可 通过 分 离 变量 法 解决 2， 结果 为 
_ 4х sinh(mny/a) . 
v= x > msinh(mab/ay a 
把 该 结果 用 到 uv 平面 的 一 个 问题 ， 求 解 空 间 1<r<r 、0<b0<rx 的 势 V(rx，0)， 要 满足 在 边界 
0 一 x 上 V= 二 1， 在 边界 的 其 余部 分 V= 二 0( 图 150). 


(т = 2n— 1). 


У= 


> 
< 
Hl 
о 
м 


= —~ Beg 3h 
图 150 w=logz(r>0, —2<0<F) 


у= 15 sinh(a,0) . sin(aslnr) [e = (2n 一 Ds 


21 заб (а, п) 2п — 1 Inro 
11. 利用 练习 10 中 获得 的 矩形 区 域 
0O<aca, 0S yD 
的 狄 利克 雷 问题 的 解 ， 求 解 空间 | ?| 


1<r<rm,0<0<r vei 
的 势 V(r，0) ， 满 足 在 边界 п. 0<0<r 上 V=1， 在 其 余部 分 了 = [AAA 
0( 图 151). 4 (v= Lo 
У=0 v=0 х 
答案 : 
Al. 151 


4х —r"_\sinm 
у= У (55 =- Ta (m = 2n— 1). 


106 二 维 的 流体 流动 
在 流体 力学 和 空气 动力 学 中 ， 调 和 函数 是 十 分 重要 的 .我 们 现在 只 考虑 二 维稳 定 类 型 的 问 
题 ， 即 假设 在 平行 于 zy 平面 的 平面 内 流体 的 运动 是 相同 的 ， 流 速 平 行 于 这 个 平面 且 与 时 间 无 
№. 这 样 只 需 考虑 zy 平面 流体 的 一 个 小 薄片 的 运动 就 足够 了 . 
我 们 把 用 矢量 表示 的 复数 
V= p+ig 
定义 为 流体 的 粒子 在 任 一 点 (z，y) 的 速度 ; 因此 速度 矢量 的 zx 部 和 y 部 分 别 用 p(x，y) 和 
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а(х, ЖЖ. 在 无 源 和 无 漏 的 区 域内 的 点 ， 实 值 函数 p(x，y) 和 g(xz+，y) 及 它们 的 一 阶 偏 导 
都 设 为 连续 的 . 
沿 任意 围 道 C 的 流体 环流 定义 为 速度 切线 部 分 Vr(z，y) 沿 C 关于 弧 长 o 的 线 积分 : 


А6577 (1) 


沿 C 的 环流 和 C 的 长 度 的 比率 就 是 沿 围 道 流体 的 平均 速度 . 在 高 等 微 积分 学 中 已 知 线 积分 可 
以 写 为 ? 


| Утв = | РС. за + асе, у)ду. (2) 
当 C 是 无 源 和 无 漏 的 单 连通 区 域内 一 条 定义 了 正方 向 的 简单 封闭 围 道 时 ， 格 林 公 式 (44 节 ) 可 
以 写 为 | 
[орда + a(x в = [| Cate») — 9,14, 
其 中 请 是 包含 C 内 部 和 边界 点 的 封闭 区 域 . 因此 对 这 样 的 围 道 有 
| уно = || а. Сео) — psy dA (3) 


上 述 沿 简单 封闭 转 道 C 环流 的 表达 式 (3) 右 边 的 被 积 函 数 的 物理 解释 已 经 给 出 . 定义 C 为 以 点 
(х0, у) WED г 为 半径 的 贺 ， 逆 时 针 为 正方 向 . 沿 C 的 平均 速度 为 环流 除 以 圆周 长 2rr， 且 
相应 的 流体 关于 圆 点 的 平均 角速度 为 平均 速度 除 以 r: 

Lf Та, с, у) = ва, ААА. 
| дик 2 
这 也 是 函数 

olz, y) = Haley) — p,(a9] (4) 


在 以 C 为 边界 的 区 域内 的 平均 值 ， 当 r 趋 近 于 零 时 ， 它 的 极限 就 是 w Е АА Сло, » КИН. A 
此 函数 wCz，y) 称 为 流体 的 旋转 ， 表 示 当 圆 收缩 向 圆 点 时 角速度 的 极限 ， 其 中 在 圆 点 w 是 可 
求 的 . 

如 果 在 某 单 连通 区 域 的 每 一 点 有 w(x，y) 二 0， 则 流体 在 该 区 域 为 不 旋转 的 .我们 仅 考 虑 
不 旋转 的 流 ， 且 假定 流体 不 可 压缩 且 无 粘性 ， 在 假定 的 不 旋转 的 稳定 流体 流动 中 有 唯一 的 密度 
po， 这 可 根据 流体 压力 P(x, 2) 满 足 伯 努 利 方程 的 特殊 形式 


РТ уг 
p 
获得 注意 ， 当 速度 | Y | 最 小 时 ， 压 力 最 大 


， 设 口 为 单 连通 区 域 ,流体 在 其 中 不 旋转 ,根据 等 式 (4),， EDA, =ч.. 两 偏 导 之 间 的 关 
系 表明 沿 D ABC 或 连接 D 内 两 点 (xo。，y。) 和 (xz，y) 的 线 积分 


о 在 本 节 和 下 节 中 都 用 到 了 线 积分 的 性 质 ， 可 参考 W. Kaplan, Advanced Mathematics for Engineers; Chap.10, 1992. 
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[рса ас дё 
与 路 径 无 关 . 因此 ， ЗИ Сто, Yo) 固定 ， 函数 


(x+y) 
ф(=х,у) =f „РС5,2)05 + qls, Dd (5) 
在 DD 内 有 定义 ; 对 等 式 两 边 取 偏 导 ， 得 
$, (х,у) = р(х,у),ф,(х,у) = g(x,y). (6) 


根据 等 式 (6)， 速 度 矢量 V=p 十 ig 是 $ 的 梯度 ; 在 任 一 方向 上 的 方向 导数 为 流速 在 该 方 
向 上 的 分 量 . 

函数 &z， 妇 称 为 速度 势 ， 根 据 等 式 (5) 知 ， 当 点 (ze ，y) 变 化 时 ，%z，2) 只 需 增加 一 个 
常数 ， 水 平 曲线 фс, =n 称 为 等 势 的 ， 因 为 它 是 $Czx，y) 的 梯度 ,在任 一 V 不 是 零 和 撩 量 的 
点 ， 速 度 矢量 V 是 等 势 线 的 法 线 . 

如 同 热 流 一 样 ， 不 可 压缩 的 流体 流 人 或 流出 某 体积 只 能 通过 该 体积 的 边界 ， 这 个 条 件 要 求 
#z，y) 在 无 流 源 无 漏 槽 的 区 域 满 足 拉 普 拉 斯 方程 

$: (х,у) -Ф, (х,у) = 0. 

利用 等 式 (6) 和 函数 p、g 及 它们 的 一 阶 偏 导 的 连续 性 ， 可 以 知道 上 的 一 阶 和 二 阶 偏 导 在 该 区 域 
连续 ， 因 此 速度 势 风 在 该 区 域 是 一 个 调和 函数 . 
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根据 106 节 ， 速 度 矢量 
У = р(х, у) + ёбх, у) (1) 
在 不 旋转 的 单 连通 区 域 可 以 写 为 l 
У = $, (ту) + i$, (rsy) = grad$(z, y), (2) 
其 中 % 是 速度 势 ， 当 速度 矢量 不 是 零 矢量 时 ， 它 是 过 点 (z，y) 的 等 势 线 的 法 线 ， MR yg, у) 
4 ф(х, у) ВОЗЕ ЯСА, 97 节 )， 则 速度 矢量 和 曲线 pc, We ЖИ. 曲线 pla, We 
PHAR, BA / 称 为 流 函 数 . 特别 地 ， 流 体 不 能 流 过 的 边界 也 是 一 条 流 线 . 
解析 函数 
F(z) 一 gzyy) 十 动 (zy) 
称 为 流体 的 复 势 . 注意 ， 
F Cz) = $, (х,у) + ір, (х,у), 
或 利用 柯 西 - 黎 曼 方程 ， 
F’(z) = $, (x,y) 一 i$, (x,y). 
速度 的 表达 式 (2) 因 此 可 以 表示 为 
V= F(z). (3) 
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速率 或 速度 的 大 小 为 


ТУ F(z) |. 
根据 97 节 等 式 (5)， 如 果 $ 是 单 连通 区 域 D 的 调和 函数 ， 则 # COTESIA BH 
Kay) = |” ооф, 09, 


其 中 积分 与 路 径 无 关 ， 利 用 106 节 的 等 式 (6) 得 
Wary) = [ада рса, (4) 


其 中 CED 内 从 (zo， yo) BY Cx, y) 的 任意 国道 . 
高 等 微 积分 学 中 指出 ， 等 式 (4) 的 右边 部 分 表示 沿 СЭС РДК o 的 积分 ， 其 中 C 是 x 部 和 
у 部 分 别 为 p(x，y) 和 gl(x，y) 的 向 量 的 法 向 部 分 Vy Сс, у). 因此 表达 式 (4) 可 以 写 为 


lary) = [усо | (5) 


Wa, VERA C 的 流体 流动 速率 的 倍数 .特别 地 ，y(zx，y) 定 义 为 单位 体积 流 过 垂直 zy 平面 
的 曲线 С 上 的 单位 高 度 的 速率 . 
Я 当 复 势 为 函数 
F(z) = Az, (6) 
其 中 A 是 一 个 正 实数 ， 
$l(z,y) = Аг 和 yl(zx,y) = Ау. (7) 
RA Wo, у) =о 是 水 平 线 y 二 cs/A， 且 在 任 一 点 的 速度 是 
V= FG) = А. 
WE pr, у) =0 的 点 (zo， у) х ERR. BE (хо, хм, ух, у) Ait 
过 连接 原点 和 点 (x，y) 的 任意 围 道 的 速率 (图 152)， 这 个 流动 是 一 致 向 右 的 ， 它 可 以 看 作 以 x 
轴 为 边 的 上 半 平 面 的 一 致 流动 ， 其 中 x 轴 为 一 条 流 线 ; 或 看 作 平行 线 ?一 六 和 у= уг 之 间 的 一 
致 流动 . o 
， У! 
a 1. — 


x 


图 152 


MEA 少 刻 画 了 一 个 区 域 的 流动 ， 对 给 定 的 区 域 在 不 考虑 一 个 比例 因子 或 一 个 常数 的 区 别 


时 ， 是 否 只 存在 一 个 这 样 的 函数 ， 这 个 问题 并 没有 解决 ， 在 下 面 的 一 些 例子 中 ， 速 度 在 远离 障 


碍 物 时 是 唯一 的 ;或 在 第 11 章 包含 源 点 和 漏 点 时 ， 这 种 物理 情形 表明 由 问题 所 给 的 条 件 唯一 
确定 . 
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一 个 调和 函数 不 总 是 唯一 确定 的 ， 即 使 加 上 一 个 常数 因子 ， 如 果 只 是 简单 的 在 区 域 边 界 给 
定 它 的 值 . 在 这 个 例子 中 ， 函 数 ф(х, у) 三 4Ay 在 半 平 面 y 盖 0 调和 ， 且 在 边界 为 零 ， 函 数 
ф(х, y)=Be siny 也 满足 这 些 条 件 ， КЕШ, Ж д (х, у) =0 不 仅 包含 直线 у=0, ЖЫ 
含 直线 у=пк(п=1, 2, +). Ж Е, (=) = Ве" BE у= 0 Ж у= п 之 间 的 带 形 区 域内 流动 的 复 
势 ， 其 中 两 条 边界 线 构 成 流 线 ф(х, у) =0, ШЖ B>0, ЦАРЬ, НЕМ 
的 线 向 左 流动 . 


108 ” 绕 拐 角 和 柱 面 的 流动 


当 分 析 在 zy 平面 或 z 平面 的 流动 时 ， 通 常 考虑 wp Kw 平面 的 相应 流动 会 更 简单 ， MR? 
是 uv 平面 的 速度 势 ，y 是 uv 平面 的 流 函 数 ，98 节 和 99 节 的 结果 可 以 应 用 于 这 些 调和 函数 . 
即 如 果 uv 平面 的 流动 区 域 D。 EKR D, 在 函数 
w= f(z) = и(х,у) (т, у) 
作用 下 的 像 ， 其 中 了 解析 ， 则 函数 
炬 xz(Czyy),oCzy)] 和 ис, у),об(х,у)] 
在 р. 调和 ， 这 个 新 函数 可 以 看 作 是 zy 平面 的 速度 势 和 流 函 数 .， uv 平面 的 流 线 或 自然 边界 
фи, о) 二 cs 对 应 于 zy 平面 的 流 线 或 自然 边界 ylulz, у), via, у) ]=с. 
利用 这 种 技巧 ， 很 容易 地 可 以 先 写 出 w 平面 的 区 域 的 复 势 函数 ， 然 后 获得 zy 平面 内 相应 
的 速度 势 和 流 函 数 ， 更 严格 地 说 ， 如 果 ио 平面 的 势 函 数 为 
| F(w) = luso) + (и, 
则 复合 函数 
FL f(z) ] = # ибх, y) (т, y)] + 4[ибх, y), vr, y)] 
表示 zy 平面 的 复 势 . 
为 吉 免 使 用 太 多 的 符号 ， 我 们 使 用 下，$ 和 y 来 表示 zy 平面 和 uv 平面 的 复 势 . 
例 1 考虑 第 一 象限 2220, уго 的 流动 ， 平行 于 y 轴 向 下 ， 且 在 接近 原点 处 拐 一 个 直角 ， 
如 图 153 所 示 . 为 了 确定 流动 ， 回 忆 (12 节 例 3) 映 射 
w= = = а? — y + ху 


把 第 一 象限 映 为 ио 平面 的 上 半 平 面 ， 象 限 的 边界 上 映 为 整 条 u 轴 . 


153 


从 107 节 的 例子 中 我 们 可 知 一 个 在 平面 的 上 半 部 分 一 致 向 右 的 流动 的 复 势 是 下 一 Am， 
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其 中 4 是 一 个 正 实 常数 ， 所 以 象限 的 势 是 


Е = Аз? = A(x’ — у) + Аду; (1) 
且 其 流 函 数 是 
| ф = 2Ary. (2) 
显然 ， 流 函数 在 第 一 象限 调和 ， 在 边界 上 为 零 . 
流 线 是 长 方形 双 曲 线 
2Аху = сз. 


的 分 支 ， 根据 107 节 等 式 (3)， 流 体 的 速度 为 
У = 2Az = 2A(x— іу). 
观察 知 粒子 的 速率 
| У | = 2AVvz? + 

和 到 原点 的 距离 成 比例 . 流 函 数 (2) 在 点 (x，y) 的 值 可 以 看 作 穿 过 从 原点 延伸 到 该 点 的 线段 的 
流速 . 

W2 设 以 单位 长 度 为 半径 的 长 圆柱 放 在 一 个 足够 大 的 流体 中 ， 该 流体 有 一 致 的 速度 ， 且 
柱 面 的 轴 和 和 流动 方向 垂直 ， 为 了 确定 绕 柱 面 的 稳定 流 ， 我 们 用 贺 ty =1 表示 圆柱 ， 令 流动 
平行 于 工 轴 且 向 右 流 动 ( 图 154)， 根据 对 称 性 ，z 轴 上 圆 外 的 点 可 以 看 作 边界 点 ， 因 此 我 们 只 
需 考 虑 流动 区 域 的 上 半 部 分 . 


图 154 


流动 区 域 的 边界 ,包含 上 半 贺 和 zz 轴 上 图 外 的 点 ， 在 映射 


由 一 2+. 
z 


的 作用 下 ， 边 界 映 为 整个 x Rh. СЗ wy ЕЖУ oO, WOM BA 17 所 示 ， 与 那个 半 
平面 相应 的 一 致 流动 的 复 势 是 二 Aw， 其 中 A 是 一 个 正 实 常数 ， 因 此 在 圆 外 且 在 = 轴 上 部 的 


区 域 的 复 势 为 
F=A(z+-). (3) 


РА 


щ | z | 增 大 时 ， 速 度 


> 


У=А(1- 2) (4) 


z 


起 于 A， 因 此 流动 在 远离 圆 的 点 几乎 _ 致 是 平行 于 工 轴 ， 从 等 式 (4) 知 Y(z) 一 TC2J;， 因此 该 表 
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达 式 也 表示 下 边区 域 的 流动 速度 ， 其 中 下 半圆 为 一 条 流 线 . 
根据 等 式 (3)， 在 极 坐 标 系 下 ， 所 给 问题 的 流 函 数 为 


p= A(r—+)sing, (5) 
流 线 
A(r— +) sina = cx 


关于 > 轴 对 称 ， 且 其 渐 近 线 平行 于 工 轴 .注意 当 cz 二 0 时 ， 流 线 包 含 圆 r= 二 1 和 在 圆 外 zx 轴 上 
的 部 分 . 


练习 


1. 解释 为 什么 速度 的 各 部 分 可 以 通过 等 式 
р(х,у) = pry), Gary) =— ф. (х,у). 

АЯ ЖЕ? 

2. 在 流动 区 域 的 一 个 内 点 ， 在 我 们 的 假设 下 ， 流 体 压 力 不 可 能 比 该 点 一 个 邻 域内 的 其 他 
点 的 压力 小 ， 利 用 106%, 107 节 和 50 节 ， 证 明 这 个 结论 . 

3. 108 节 例 1 所 描述 的 绕 直 角 的 流动 ， 在 区 域 2220, уго 内 的 哪 点 流体 压力 最 大 ? 

4. 证 明 在 108 节 例 2 中 圆柱 表面 的 各 点 ， 流 体 的 速率 是 24 | sinp | ， 且 在 柱 面 上 的 流体 
压力 在 点 z== 土 1 最 大 ， 在 点 == Е 最 小 . 

5. 写 出 绕 柱 面 > 一 m 的 流动 的 流 势 ， 满 足 当 点 靠近 柱 面 时 ，YV 在 点 = 趋向 于 一 个 实 常数 А. 

6. 证 明 角形 区 域 7220. OOS re /4 (A 155) AY HE BY РА BEN 

ф = Ar‘sin4é, 

该 区 域内 的 一 些 流 线 . 
7. 证 明 半 无 限 区 域 一 x/2 志 zx 二 x/2、y 宇 0( 图 156) 的 流动 的 复 势 为 了 上 一 Asinz. 写 出 流 线 的 
等 式 . | 


155 图 156 


8. 证 明 如 果 区 域 7 之 ro 的 流动 的 速度 势 为 6 Alnr(A>0), 则 流 线 是 半 直 线 0=c(r 之 ro)， 
通过 每 个 以 原点 为 圆心 的 完整 的 圆 的 流动 速率 都 是 2r4， 而 这 为 对 应 于 原点 之 流 源 的 大 小 . 
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9. WARM 7—1, 0<0<л/2 的 流动 的 复 势 为 
_ 24) 
Е Е = A(z + 2? )， 
写 出 V 和 y 的 表达 式 ， 注 意 速率 | V | 沿 区 域 的 边界 如 何 变化 ， 且 证 明 在 边界 上 ф(х, у) =0. 


10. 设 距离 108 节 例 2 中 的 单位 半径 的 柱 面 无 限 远 的 流动 在 和 х 轴 成 一 定 角度 а 的 方向 上 
一 致 ， 即 


Jim V = Ae (A >0. 


求解 复 势 . 
BR: F=A(ze*+—e*). 
11. 记 | 
х — 2 = пехр(101), z+2 一 mexp(igz)， 
和 
(22 — 4)1® = Vrirvexp(i a), 
其 中 


OKA < 2л MOKA < 2x. 


则 函数 (z: 一 4)22: 单 值 目 解析 ， 除 去 包含 zx 轴 上 连接 点 x 二 土 2 的 线段 的 支 割 线 ， 从 85 PRA 
13 知 9 


z=wtt 
w 


把 圆 | w | =1 映 为 从 х= 2 到 2=2 HRE, НЕБУ = 平面 的 其 余部 分 . 利用 前 
面 观察 到 的 证 明 ， 在 | w | 之 1 且 不 属于 支 割 线 的 所 有 点 BRATARA 


= 1 2—4) 1 101 102 
w= 512+ (= 4) ] т (Vriexp 5 + Ирехр >) 


映射 和 逆 映 射 在 这 两 个 平面 的 点 之 间 是 一 一 的 . 

12. 利用 练习 10 和 11 的 结论 ， 证 明 ， 绕 宽 为 4、 横 截面 为 连接 两 点 x 二 土 2 的 线段 的 长 区 
域 (图 157) 的 稳定 流 的 复 势 为 表达 式 

Е = А[=соѕа — (22 — 4): sina]. 

假设 距离 这 个 区 域 无 限 远 的 流体 的 速度 是 Aexplia). ИОП 11 所 描述 的 那 
Ф, ЖФ A>. ~ | | 

13. 证 明 练习 12 中 如 果 sine 取 0， 则 沿 连 接 两 点 2-2 的 线段 的 流体 速度 在 终点 无 限 ， 在 
中 点 等 于 A | cosa |. - 

14 为 了 简单 ， 假 设 练习 12 中 O0<a<n/2. 证 明 沿线 段 的 上 边区 域 (图 157), 流体 的 速度 
在 点 x 二 2cosa HE; 沿线 段 的 下 边区 域 ， 流体 的 速度 在 点 x 二 一 2cosa 为 零 . 

15. 中 心 在 z 轴 上 一 点 且 过 点 一 一 1 的 圆 依照 映射 


2 
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通过 映 一 些 点 表明 圆 的 图 像 是 图 158 所 示 类 型 的 剖面 ， 且 圆 外 的 点 映 为 剖面 外 部 的 点 ， 这 是 若 
可 夫 斯 基 要 副 面 的 一 个 特例 ( 见 下 面 的 练习 16 和 17). | 

16. (a) 证 明 练 习 15 的 圆 的 映射 除 点 z= — 1 外 保 形 . 

(b) 令 复数 


= | Az = |; _Aw_ 
t= limTAzT 和 z 一 jimTAO 


分 别 表示 在 点 z= 一 1 和 光滑 有 向 弧 相 切 的 单位 向 量 以 及 该 缠 在 映射 ww 一 z 十 (1/z) 的 图 像 ， 证 
明 r=, HR 158 的 菇 可 夫 斯 基 剖 面 在 点 ш=—2 有 一 个 尖 ， 在 尖端 两 切线 的 夹 角 为 零 . 


图 158 


389 
17. 求解 绕 练习 15 中 的 机 器 形 区 域 的 流动 的 复 势 ， 满 足 在 距离 原点 无 限 远 的 流体 的 速度 V 
是 实 常数 A， 回 忆 练 习 15 给 出 的 映射 
w= ett 
. ` И z 
П ВЕ 8, ВПУ z 和 也 ( 见 练习 11). | 
18. 注意 在 映射 w=e 十 z 作用 下 ， 两 半 轴 2220, you 和 2<0, ук УЖИНА о nus 
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一 1); ФИК -л«у<л ВУ 凤 平 面 ， 注 意 方向 的 变化 ， 当 工 趋 近 于 一 c2，arg(druw/dz) 在 
这 个 映射 下 趋 近 于 零 . 证 明 流 过 由 也 平面 的 半 直 线形 成 的 开放 通道 (图 159) 的 流体 的 流 线 是 该 
带 形 区 域内 的 直线 y=cs 的 图 像 ， 这 些 流 线 也 表示 静电 力 场 中 两 平行 电容 器 边缘 的 等 势 线 . 


图 159 


第 11 章 ” 施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 费 映射 


本 章 介 绍 施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 费 映射 ， 它 把 轴 和 平面 的 上 半 部 分 映 为 w 平面 给 定 的 封闭 
多 边 形 和 它 的 内 部 .然后 应 用 它 构造 流体 流动 和 电势 理论 . 


109 将 实 轴 映射 为 多 边 形 


用 复数 上 表示 和 光滑 弧 C 相 切 于 点 ze ИРИНЕ, 表示 单位 向 量 ， 是 C 在 映射 w= f(z) 
作用 下 相 切 于 对 应 点 w М Г. 假定 f 在 点 zo 解析 且 f (xo) AO. 根据 94 节 ， 我 们 有 
argr = argf (20) + argt. (1) 
特别 地 ， 如 果 C 是 x 轴 上 正方 向 向 右 的 一 段 ， 则 在 C 上 每 一 点 zo。 二 + 有 + 一 1 和 + 二 0. 在 这 种 
情形 下 ， 等 式 (1) 变 为 
агат = argf (х). (2) 
如 果 СОХ ВЫНА ЭИ, M агат 为 常数 ， 因 此 C 的 图 像 下 也 是 直线 上 的 一 段 . 
现在 我 们 构造 映射 ш f(z), ERB shan И, ЕЖЕЙ ть. trr tta Ia 
和 co 的 图 像 为 多 边 形 的 顶点 ， 且 | 
л < La < 90 < ха. | 
ЖЖ и, = fla Gl, 2, 3, +, п ИЯ w= flo), 当 z 在 xz EBON, ДЕД =, 
处 argf(z) 从 一 个 常 值 变 为 另 一 个 常 值 (图 160). 


如 果 函 数 了 满足 
ff) = Аба ze) А, (3) 
其 中 A 是 一 个 复 常数 ，& 是 一 个 实 常数 ，Vj 二 1，2，…，n 一 1 且 当 x 为 实数 时 ，f (zx) 的 辐 
角 按 指定 的 方式 变化 ; 式 子 (3) 的 辐 角 可 以 写 为 
argf (z) = argA — kyarg(z— xı) 一 ksarg(2— хо) 一 一 有 iarg(z — Жил). (4) 
м ===: Н х<л В, 
arg(z — x) = arg(z— хо) = *** = arglz —2,1) = т. 


当 zx 二 x 二 zs 时 ， 辐 角 arg(z 一 zi ) 为 零 ， 而 其 余 辐 角 为 x， 根 据 等 式 (4)， 当 通过 点 zi 向 右 


296 ， 第 11 # 


移动 时 ，arg 了 (zx) 突 然 增加 Lx， 同样 ， 当 xz 通过 点 xz 时 ， 它 突然 增加 Ал, SH. 
利用 等 式 (2) ще М х. BA xz; 时 在 其 方向 上 的 单位 向 量 r 是 一 个 常数 ;因此 点 w 沿 直 
线 的 固定 方向 移动 ， 在 点 z) 的 像 点 w;，r 的 方向 突然 改变 a x, ШИ 160 тя. 这些 角度 x 
是 点 w 描述 的 多 边 形 的 外 角 . | 
外 角 限制 在 一 x 到 之 间 ， 当 一 1<%; 二 1 时 ， 假 定 多 边 形 的 边 不 相互 相交 ， 且 给 多 边 形 定 
义 一 个 正 的 ( 逆 时 针 ) 方 向 ， 则 一 个 封闭 多 边 形 的 外 角 和 为 2x; 点 < 一 co 的 像 点 w 的 外 角 为 
kn = 2r — Cki tho 十 … $k) x. 
因此 k; 一 定 满足 条 件 
ky bhp tether tk = 2, -1<k <1 (= 1,2,6.) (5) 
ER k =0 如 果 
ki th, tothe = 2. (6) 
也 就 是 说 ，r 的 方向 在 点 w, RE Sw, 不 是 顶点 ， 多 边 形 只 有 n—1 条 边 . 
导 函 数 满足 等 式 (3) 的 映射 的 存在 性 在 下 节 中 确定 . 


110 施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 费 映射 


函数 的 导 函 数 表 达 式 (109 节 ) 

f (2) = Аб — жуть (2 хо) (2 Tl) (р) 

№ 2 RASH. 令 因 子 (z 一 x;) 性 表示 以 x РОЗА Е А СВО С. al 
地 ， 记 . 


(2-2) 一 | za hep 0) (—F <4, <=), (2) 


Hp 6,=arg(z—2z,) A j=l, 2, ©, n—1 СЕЗ у220 Rn-1 ЛХ д х, 外 解析 . 
如 果 z 是 该 区 域 的 一 个 解析 点 ， 用 R 标记 该 区 域 ， | A% 
F(z) = [ ОТ" 3) 


在 该 区 域 单 值 解 析 ， 其 中 从 z。 到 z 的 积分 路 径 为 R AERA. Н F(z) = У (2) CR, 42 
节 ). 
定义 函数 在 点 z=zxi 的 值 以 使 它 连 续 ， 注 意 (z 一 x1)“ 是 表达 式 (1) 中 唯一 不 在 x 解析 
的 因子 ， 因 此 ， 如 果 定 义 $(z) 为 表达 式 其 余 因 子 的 乘积 ， 则 $8(z) 在 ЖИ, HERAA 
| z 一 zi | <R 内 可 以 用 关于 zi 的 泰勒 级 数 表示 .因此 . 
РО) = (z— х) (=) 


= асау [вао +E? (х Со аа) J 


F = a (а) + lae a) фб), (4) 
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其 中 y 在 整个 开 圆 盘 解 析 且 连续 ， 又 1 一 已 之 0， 因 此 等 式 (4) 右 边 最 后 一 项 表示 圆 盘 上 半 平 面 
内 关于 z 的 连续 函数 ， 其 中 Imz 关 0， 如 果 假 定 在 = 一 函数 值 为 零 ， 则 上 式 最 后 一 项 为 沿 从 
2. 到 z 的 围 道 的 积分 ， 


f (5 ду) 17% gCs)ds 


是 在 2-х, 连续 的 z 的 函数 ， HZ, 和 围 道 都 落 在 半圆 盘 上 .如 果 我 们 定义 了 在 半圆 盘 内 z 
趋 近 于 х, 时 它 的 极限 的 积分 值 沿 相同 路 径 的 积分 


= 一 1 ~ 
Г (s— ж) hy ds 一 Tog loo 4 一 CZ, —x,)'A], 


同样 表示 关于 «Ех, 连续 的 函数 ， 函 数 (4) 沿 从 Z 到 ЕЕ ЮАН Е =r 连续 ; НХ 
积分 (3) 同 样 成 立 ， 因 为 它 可 以 写 为 沿 R 内 的 围 道 从 =. 3] 2, 的 积分 减 去 从 Z 到 z 的 积分 . 

上 述 讨论 适用 于 n 一 1 个 点 的 每 一 个 rj, 使 在 区 域 y 之 0 连续 . 

从 等 式 (1) 可 知 ， 对 充分 大 的 正 数 R, НЕЕ М, ЭЛДЕ Imzx 之 0， 则 对 于 任意 | = | 
>R, 


| f(z) |< (5) 


_M _ 
、 | z [25° 
因为 2—-k,>1, FUSER) PRA BRHRHERRIEY z 趋向 于 无 穷 时 ， 积 分 的 极限 存在 ; 
即 存在 W, 满足 

limF (2) =W, (Imz 之 0). (6) 


细节 的 讨论 留 作 练习 1 和 2. 
导 函 数 如 表达 式 (1) 所 示 的 映射 函数 可 以 记 为 f(z) 一 F(z) 十 B， 其 中 B 是 复 常数 。 则 映射 


w= af (s— zx) м (s — 22) tee Cs — 2,1) te ds +B (7) 


称 为 施 瓦 效 - 克 里 斯 托 费 映射 ， 这 是 为 了 纪念 两 位 德国 数学 家 施 瓦 效 (1843 一 1921) 和 和 克 里 斯 托 
费 (1829 一 1900) ， 他 们 分 别 独立 地 发 现 了 这 个 式 子 . , 

映射 (7) 在 半 平 面 y 宇 0 连续 ， 除 点 r 外 保 形 . RIBE k 满足 109 节 的 条 件 (5)， 另 外 
假定 常数 xz; Mk; 使 得 多 边 形 的 边 不 相交 ， 即 多 边 形 是 单 连通 围 道 ， 根据 109 节 ， 当 z 取 遍 x 
轴 正 方向 的 点 时 ， 它 的 像 为 多 边 形 沿 正方 向 的 点 ， 则 在 轴 上 的 点 和 忆 上 的 点 之 间 存 在 一 个 单 
St. 根据 条 件 (6)， 点 z 一 co 的 像 点 wn FEB з, =, TB. 

如 果 = 是 上 半 平 面 y 之 0 的 内 点 ，zo 为 工 轴 上 不 同 于 zi 的 任意 点 ， 则 从 点 zo 处 的 向 量 г 
到 连接 xz。 和 z 的 线段 的 角度 为 正 且 小 于 x( 图 160). 在 zo 的 像 点 w。， 相 应 的 从 向 量 = 到 连接 
хо 和 = 的 线段 的 像 的 角 也 具有 相同 的 值 . 因此 半 平 面 的 内 点 的 像 按 道 时 针 方向 ， 落 在 多 边 形 
各 边 的 左边 .该 映射 在 半 平 面 的 内 点 和 多 边 形 的 内 点 之 间 建 立 了 一 个 单 射 ， 证 明 留 给 读者 ( 练 
习 3). 

给 定 多 边 形 P， 施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 费 映射 中 的 常数 个 数 一 定 可 以 由 映 z 轴 到 P 而 确定 . 为 
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№, iz =0, А=1, B=0 HARRER x MRAM P 相似 的 某 个 多 边 形 P'.P' 的 大 小 和 位 
置 可 以 通过 引入 适当 的 常数 4 ЯВ 调整 为 P 的 大 小 和 位 置 . 

&; 由 了 各 顶点 的 外 角 确 定 . 2? 一 1 个 常数 z; ER. 工 轴 的 像 是 某 多 边 形 ， 它 和 已 有 相 
同 的 角 . 但 是 如 果 РРР, N n 一 2 条 相连 的 边 和 了 的 相应 边 有 相同 的 比例 ， 这 个 条 件 可 
以 由 ”一 1 个 实 未 知 数 r 的 n 一 3 个 等 式 表示 .因此 任意 去 掉 x; 的 两 个 ， 或 它们 之 间 的 两 个 关 
ЖА, MPH n 一 3 个 未 知 数 的 n 一 3 个 关系 式 仍 有 实数 解 . 

当 工 轴 上 代替 无 限 点 的 有 限 点 =r, 表示 顶点 ww, 的 原 像 点 时 ， 从 109 FAA, № A-E 
里 斯 托 费 映射 有 下 面 的 形式 


w = af Cs — х1) 6 Cs — x) ™ e Cs — x, ) * ds + B, (8) 


Hepa tk te +h, =2. BRE 由 多 边 形 的 外 角 确 定 ， 但 是 在 这 种 情况 下 ，? 个 常数 z; 必须 
满足 上 面 提 到 的 ”一 3 个 等 式 ， 因 此 在 映 z 轴 为 指定 多 边 形 的 映射 (8) 中 ， 可 以 去 掉 х, 中 的 任 
意 的 三 个 或 这 个 数 之 间 的 三 个 条 件 . 


练习 


1, 推导 110 节 中 的 不 等 式 (5). 

提示 : 令 尽 大 于 所 有 | х | G=1, 2, =, n—1). 注意 如 果 尺 足够 大 ， 对 每 一 个 x;， 当 
|z| >R, RER | x | /2< | z 一 zj | <2| z | 成 立 。 利 用 110 节 的 等 式 (1) 和 109 节 的 条 件 
(5). . 
2. 利用 110 节 的 条 件 (5) 和 实 值 函数 的 不 定 积分 存在 的 充分 条 件 证 明 ， 当 z 趋向 于 无 穷 
时 ，F(Cz) 有 极限 W,， 其 中 F(x) 按 等 式 (3) 定 义 .， 同样 ， 证 明 当 К 趋向 于 oo 时 ，f'(z) 在 半圆 
| z | =R(Imz 之 0) 的 每 条 弧 上 的 积分 趋 于 0， 然 后 推导 出 110 节 的 等 式 (6): 

limF(z) =W, (Imz 0). 


3. 根据 79 节 ， 表 达 式 
| g 
=z c Re 
可 以 用 于 确定 函数 g 在 定义 正方 向 的 简单 封闭 围 道 内 的 零点 的 个 数 ， 其 中 在 C 上 g 2520, C 
落 在 单 连通 区 域 D ， 且 在 区 域 卫 满足 g 解析 ，g’(z) 不 为 零 . 在 该 表达 式 中 , вв (zx) 二 f(z) 一 
wo, HP f(z) 是 110 WMH BPR RCD, Aw 或 者 在 x 轴 的 图 像 多 边 形 的 内 
部 ,或 者 在 外 部 ;因此 ГС). 令 围 道 C 包含 圆 | = | =R 的 上 半 部 分 和 z 和 上 人 人 
一 1 个 点 х, 的 线段 一 R<zx<R， 其 中 包含 每 点 zx; 的 小 段 被 以 该 段 为 直径 的 圆 | 2—2, | =o 的 
EERDER. ЛЕСА f =w 的 点 z 有 


Fe) 
Nc = 55], PE 


注意 当 | = | =R 且 R Bo, f) w ATEN W, 一 w。， 回 顾 110 节 中 | f(z) | 的 
级 的 性 质 (5)， 令 BFS. TE x 平面 的 上 半 部 分 满足 f(z) 一 wo 的 点 的 个 数 为 ， 


dz 


ЖК H-E LMR RH 299 


N= На! —f@ ae. 
К. 


2% R-oJ—-R f(x) — wo 
推导 由 于 
dw к Flax) 
Loa = Jim -R Р(х) — wo dz， 


щи 在 己 内 N=1， 当 rw 在 已 外 太一 0. 证 明 映 半 平面 mz>0 为 的 内 部 的 映射 是 一 一 的 . 
111 ЕЯ 


施 瓦 效 - 克 里 斯 托 费 映射 可 以 由 点 xz; 表示 ， 而 与 它们 的 像 即 多 边 形 的 顶点 无 关 ， 由 于 最 多 
有 不 超过 三 个 的 任意 点 可 以 去 掉 ， 所 以 当 所 给 多 边 形 多 于 三 边 时 ， 为 了 使 = 轴 的 像 为 所 给 多 边 
形 或 和 所 给 多 边 形 相似 ， 点 z; 的 一 部 分 必须 被 确定 ， 这 些 被 确定 的 常数 的 条 件 要 便于 使 用 ， 
其 选择 还 需 一 定 的 技巧 . 

运用 该 映射 的 另 一 个 限制 在 于 积分 一 般 比 较 棘 手 ， 通 常 初等 函数 关于 一 个 有 限 数 的 积分 并 
不 能 计算 ， 在 这 种 情况 下 ， 依靠 这 个 映射 来 解决 问题 就 变 得 很 束 手 . 


y 


图 161 


如 果 多 边 形 是 三 角形 ， 顶 点 为 wa w: 和 ил (О 161), ， 则 映射 可 以 写 为 
w= А а) Gm nye s= mds +B, 0) 
НН в +, Ба =2. Aff 0, 满足 关系 式 
k, = 1-26, G = 1,2,3). 
我 们 取 三 个 点 z) 都 为 zx 轴 上 的 有 穷 数 ， 每 个 点 可 取 任 意 值 ， 则 关于 三 角形 大 小 和 位 置 的 复 党 


数 A 与 B 可 以 确定 , .以 满足 上 半 平 面 映 为 所 给 三 角形 区 域 . 
如 果 设 顶点 ws 为 点 在 无 穷 时 的 像 点 ， 则 映射 变 为 


w=A| (s— zi) (s — z) eds +B, (2) 


其 中 zi 和 zs 取 任 意 实数 . - 
等 式 (1) 和 (2) 的 积分 并 不 表示 初等 函数 ， 除非 三 角形 有 一 个 或 两 个 顶点 退化 为 无 穷 ， 当 三 
角形 是 等 边 三 角形 或 是 有 一 个 角 为 x/3 或 r/4 的 直角 三 角形 时 ， 等 式 (2) 的 积分 变 为 椭圆 积分 . 
例 1 对 等 边 三 角形 ， kı =k: =k; =2/3. 很 容易 写 出 д=-1, 222], 2 一 co 和 运用 等 式 
2) ， 其 中 z=1，A=1，B 一 0， 则 映射 变 为 i 
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w= [ict 12-23 (5—1)-23 45, 
1 


#11% 


(3) 


点 х=1 WBA w=0; 即 ws 二 0， 如 果 这 个 积分 中 z= 二 一 1， 则 s 二 xz， 其 中 一 1 二 x 过 1. 且 


z+1>0 和 arg(z 十 1) 一 0， 


lz-ll=l—x2 和 arg(z 一 1) = х. 
因此 


w= f 7 (zz 十 1)-23(1 一 z) exp(— Tzi | de 
1 


3 
р ав 
рз), CT 


因为 置换 z 一 上， 则 最 后 一 个 积分 简化 为 用 来 定义 贝塔 (Beta) 函数 (77 节 练 习 7) 的 一 


Я. 定义 正 数 2 为 它 的 值 : 

в | gia = [ea оза = B(> +4). 
因此 顶点 w 为 

ил = bexp zi, 
顶点 w; Eu 正 半 轴 ， 因 为 

w =| ара Dds = Г ae, 

又 z 沿 z 负 半 轴 趋 于 无 穷 时 ， 积 分 (3) 也 表示 w КИН; 即 
Ws =| qd zx 十 1 || 5-1 I)" exp(— 224 ах 
[Га +1 ei exp Ft) dx. 

对 wi 应 用 表达 式 (4) M 


ws = ил + exp(— 


yr (lati 111 0% 
me 
3 


Г; (2? — on у 


= 
= bexp = 3 + exp(— 


из = Бычок t). 


化 简 ws 得 
=. 


(4) 


种 特殊 情 


(5) 


(6) 


(7) 


паяпият 和 的 国人 是 长 为 的 等 角形 ， 如 图 162 Bra. 我 们 还 可 以 得 到 
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x, х) x 


当 多 边 形 为 矩形 ， 每 个 三 王 1/2， 如 果 我 们 选取 士 1 和 士 a 作为 点 zj ， 则 它们 的 像 为 矩形 的 顶 
点 ， 因 此 有 


в = ата ра Da по G 
其 中 О<агр(х—х,) «к, ЖЕ E REP ЯЛЕ Эу | 
w = |" g(sdds, | | _ Od) 
再 用 映射 WW=Aw 十 B 去 调整 矩形 的 大 小 和 位 置 ， 积 分 (9) 为 椭圆 积分 


Fasora- rsy ds С — +) 
0 а 


的 常数 倍 ， 但 被 积 函数 的 形式 (8) 能 更 清楚 地 表示 出 所 涉及 到 的 等 函数 的 适当 支 函数 . 
例 2 下 面 我 们 确定 a 之 1 时 和 矩形 的 顶点 ， 如 图 163 所 示 , а= а, 12=-1, =l, х, 
=a. 所 有 四 个 顶点 可 以 用 两 个 正 数 5 和 < 表示 ， 而 56 Alc 由 a HME: 


1 1 ат 
b= f lew 1 4= = || aoe 


c= [| g(x) | de = | — (11) 


(10) 


сре 
如 果 一 1<z<0， 则 
агв(х +a) =arg(at+1)=0 和 arg(z 一 1) 一 arg(Z 一 a) = к; 


因此 

в) = [exp(—%)] | gx) =e |. 
如 果 一 a<z<< 一 1， 则 

g(a) = [exe(- #4) ] Е |= i |g) |. 
因此 | | 
w=—| (zdz = | giada- [вода 


=|" | g(x) | dz 一 让 | g(x) | dz =—b+ic. 
0 一 1 . 
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对 于 | 
We 一 一 0， W; = b, ид = b+ ic (12) 
MLE ER. EEA ERA 163 тк. 


іс 


112 退化 的 多 边 形 


， 现 在 我 们 对 一 些 退 化 的 多 边 形 运用 施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 费 映射 ， 这 些 积分 都 是 初等 函数 .为 
了 说 明 ， 这 里 例子 中 出 现 的 映射 是 在 第 8 章 曾 出 现 过 的 . 
例 1 现在 我 们 映 半 平面 ?之 0 为 半 无 限 带 形 区 域 


25 <и< 5, о 2> 0. 


我 们 可 以 把 带 形 区 域 看 作为 有 三 顶点 w, w, из A w 的 虚 部 趋 近 于 无 穷 的 三 角形 的 极限 
形式 . 


Шу 


= 
nia 
|; 


外 角 的 极限 值 为 . 


k= ак = > 和 kun == м, 


& их =-1, n=l Ans, БИТВУ 98 HA. ДАЖ BRT WiC 


dw 
dz 


因此 х= А'ѕіп!=+- В. 如果 记 А’=1/а Я В=Ь/а ® 


= АИ (2 — 1971 — AG у-и, 


z = sin(aw — Б). i 
TM w Be 平面 的 映射 满足 条 件 : 如 果 a=1 Н 6—0, WH w= 二 一 rx/2 时 z= 二 一 1]， 当 w 
二 x/2 时 z 二 1， 最 终 导出 的 映射 为 | 
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ж == sinw, 
正如 我 们 在 89 节 所 证 明 的 ， 该 映射 映 带 形 区 域 为 上 半 平 面 . 
例 2 设 带 形 区 域 0 过 v<x 为 菱形 的 顶点 w 和 и 分 别 向 左 向 右 趋 于 无 穷 时 的 极限 形式 
(图 165) ， 其 中 菱形 的 顶点 分 别 为 uw = п, w, w=0 A w. BERERE., IARA 
kin=0, Ёп = л, Ёл = 0, Ёт = д. 


这 样 只 有 zi 需 确 定 ， 选 取 z =0, х,=1, хоо. М-Н ТЕВЕ ЯТ РАСВО HE 
为 


g = AGa a = А, 
之 之 
因此 
w = ALogz +B. 
y v 


wi 
= 


Xl X2 № 


图 165 


由 于 xz 二 1 时 w=0， 所 以 B=0. WHA 为 实数 ， 因 为 当 z=zx 和 z>0 时 点 w 落 在 实 轴 
Е. Awan 为 点 z 一 zi 的 像 点 ， 其 中 zi 为 负数 ， 因 此 | 
xi = ALogz, = Aln | z, |+ Ani. 
通过 确定 实 部 和 虚 部 ， 我 们 可 以 知道 х, | =1 Я А1. 因此 映射 变 为 
| w = Logz; | 
同样 1 =—1. № 88 节 例 3 已 知 该 映射 映 半 平面 为 带 形 区 域 
”这 两 个 例子 的 过 程 并 不 严格 ， 因 为 角 和 坐标 的 极限 值 并 没有 依次 介绍 ， 只 是 觉得 有 用 时 就 
НЕ. 但 是 如 果 我 们 检验 所 得 映射 ， 就 会 知道 在 映射 函数 的 引入 过 程 中 我 们 的 证 明 是 恰当 的 ， 
这 种 形式 化 的 方法 比 严格 的 证 明 要 简练 而 不 乏味 ， 


练习 


1. 111 节 的 映射 (1) 中 B=z=0 H 
Злі 


А = ехр др 一 一 1， х = 0, n=l, 


则 映射 映 r 轴 为 等 腰 直 角 三 角形 . 证 明 三 角形 的 顶点 为 


ил = bi, и 一 0, w; == b, А 


. REHE yo HRB ER | w | 20, ONargwimn, HHA < 一 1 v 
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其 中 2 是正 常数 


1 
b= | да, 


同样 证 明 
pl l 
2 = B( 地 ;地 )， 
其 中 B 是 贝塔 函数 . 


2. 对 图 163 所 示 和 矩形 其 余 顶 点 求解 111 节 的 表达 式 (1). 
3. 证 明 111 节 的 等 式 (8) 和 (9) 中 当 0<а<1 时 ， 和 矩形 的 顶点 如 图 163 所 示 ， 其 中 5 和 < 为 


= | | g(x) | ах, c= |. | g(x) | de, 
4. 证 明 110 节 中 施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 费 映射 (?) 的 特殊 形式 
w = if G+ Ds рта 
映 x 轴 为 正方 形 ， 其 顶点 为 


w, = bi, м, = 0, из = b, w, = БФ, 


其 中 ( 正 ) 数 5 由 贝塔 函数 表示 为 


_ 1p/l 1 
6= 2В(4'2) 
5. 利用 施 瓦 效 - 克 里 斯 托 费 映射 证 明 映 身 


w= =" (0<m<l) 


变 为 点 ш=1. ИНК Я a 趋 于 零 时 图 166 所 示 三 角形 区 域 的 
极限 形式 。 

6. 讨论 附录 B 的 图 26， 当 点 = 沿 负 实 轴 向 右 移动 时 ， 它 的 像 点 i z 
Или. НИ — В OK< 上 的 点 ， 它 的 像 
点 沿 半 直 线 u 一 xi(v 之 1 向 左 移动 ; 当 z 沿 实 轴 的 x 之 1 的 部 分 向 右 
Ban, Ион, =>. EM w 
在 点 z=0 和 c= 1 的 像 点 处 移动 方向 改变 .这 种 改变 表明 映射 函数 的 导 函 数 可 以 写 为 

f(z) 一 A(Cz 一 0) 一 (z 一 1)， 
其 中 A 为 某 一 常数 ; 因此 可 形式 上 得 到 映射 函数 为 . 
| | w = ri + z — Logz, 
可 以 证 明 该 函数 映 半 平面 为 图 中 所 示 区 域 . 

7. 当 点 = 沿 负 实 轴 的 z 委 一 1 的 部 分 向 右 移动 时 ， 它 的 像 点 沿 上 平面 的 负 实 轴 向 右 移动 . 
当 点 = 分 别 沿 实 轴 的 线段 一 1 委 z<0 М O 的 部 分 向 右 移动 时 ， 它 的 像 点 w РИ о 轴 的 
0<о<1 MAR v 增 加 和 减少 的 方向 移动 ， 最 后 当 = 沿 正 实 轴 的 z 之 1 部 分 向 右 移动 时 ， 像 点 
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沿 ww 平面 的 正 实 轴 向 右 移 动 ， 注 意 о Ех 1, 20 和 х1 处 改变 移动 方向 ， 了 映射 函数 


的 导 函 数 为 

Fœ = A (z-0) (2-17, 
A 是 某 一 常数 ， 因 此 可 获得 形式 上 的 映射 函数 

ш = з? —1, 

Ж O<arg/2’—1<n. ЖЕН 

Z=2,W=Z-1, ж w= М, 
证 明 终 函数 映 右 半 平 面 Rez>0 У о НА Е 0<о<1 БЕН ЕЗ Imw>o0 Е. 

8. 分 式 线性 映射 


Z= i— z 
ite 
ВОЗ om ВСВ ЧУ | Z | <1 Z=-1) WEP Ime SoM RBA 13). HZ; AA! Z| 
=1 £110 节 施 瓦 效 - 克 里 斯 托 费 映射 (8) 中 所 用 到 的 х=, (721, 2, 1, OHARA.. ТЕЛ 
确定 短 函 数 的 分 支 的 情况 下 证 明 : 


oe = A(Z- ZOL Z) (Z—Z,) , 


其 中 A ABR. HARM 


2 
ш = af (S— Z, (S — Z) (S — Z,) dS + В 


ЖЕ | Z | 一 1 的 内 部 为 多 边 形 的 内 部 ， 多 边 形 的 顶点 为 圆 上 点 2, HRA. 
9. 练习 8 的 积分 中 ， 4&Z,G=1, 2，…， z) 为 单位 圆 上 的 n 个 根 . id w=exp(2ni/n) 和 
Z,=1, =, ***, QZ, 一 or 一， 令 每 一 个 k GSL, 2，…， nn 2/п. 则 练习 8 的 积分 变 为 


[2 dS 
ш А, ст" +В. 


ШЕН 24 А’=1 和 B=0 时 ， 映射 映 单位 圆 | Z | =1 的 内 部 为 正 n 边 形 的 内 部 ， 其 中 多 边 形 的 中 
心 为 点 ш=0. 
提示 :每 个 点 Z G 王 1，2，…， 作 的 像 点 为 在 顶点 处 内 角 为 2r/ 的 多 边 形 的 顶点 ， 记 


_ fdS 
w = f (5" — 1)" ' 
积分 路 径 为 从 Z=0 到 Z=1 的 正 实 轴 ， 且 选取 (S" 一 1): Hn ТЖ. ЧЕН Ze 一 w，…， 
Z,=0" BRAH оил, > a :tm， 所 以 多 边 形 为 正 多 边 形 且 中 心 为 w=0. 


113 通过 裂缝 的 流体 流动 


现在 我 们 进一步 考虑 第 10 章 中 理想 化 的 稳定 流动 的 例子 ， 它 有 助 于 说 明 流 体 流动 问题 中 
的 源 和 漏 、 在 本 节 和 下 节 中 ， 我 们 在 uv 平面 内 而 不 是 在 zy 平面 上 考虑 问题 ， 这 样 就 可 以 不 经 
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过 平面 映射 而 直接 获得 本 章 前 面 提 到 的 一 些 结果 . 

考虑 两 平行 平面 v=0 和 v=x 之 间 的 流体 的 二 维稳 定 流动 ， 其 中 流体 通过 第 一 个 平面 上 一 
ЯВЫ uv 平面 在 原点 垂直 的 直线 流入 (图 167)， 在 单位 体积 单位 时 间 单 位 深度 时 ， 通 
道内 过 裂 链 的 流体 流动 速率 为 Q， 深 度 沿 ur 平面 垂直 的 方向 测量 ， 则 在 每 个 边 上 流速 为 Q/2. 


Ni , 


Me Oo — 
Ox, 1 X% x и Оц 


图 167 


映射 w= Loge 为 单 射 ， 映 x 平面 的 上 半 部 分 y>0 为 媚 平 面 的 带 形 区 域 0 和 vv<r( 见 112 

节 例 2). RZ 

z= e” = ёе!" | a) 
映 带 形 区 域 为 半 平 面 ( 见 13 513). ARHONT, ии ХЕ, Ао 
cht. ALPE RR ARH AE HR. . 

点 w=0 的 像 点 为 e=1l Жи=ш 的 像 点 为 z=, HP yw >0, х>1. WHR 
КЕ w=u MAC, ОНА УЖ pu, 0) (107 7), ШЖ и 为 负 实数 ， 
则 通道 内 过 裂缝 的 流速 可 以 写 为 

gu ,0) =Q. 
在 保 形 映射 下 ， о. 和 HR CAR: 平面 相应 区 域 流动 的 流 函数 ， 即 两 平面 内 
流 过 相应 曲线 的 流动 流速 相同 ， 同 第 10 章 一 样 ， 用 相同 的 符号 y 表 示 两 平面 内 的 不 同 流 函 数 . 
由 于 点 ww=w 的 像 点 为 c=, Ж o< 过 1， 通 过 zx 平面 上 半 部 分 内 连接 z 二 x。 和 x 二 zx; 的 
任意 曲线 的 流动 流速 也 为 Q，、 因 此 在 点 z=1 有 源 等 价 于 在 点 w=0 有 源 . 

把 上 述 讨论 用 于 积分 可 得 在 保 形 映射 下 ， 在 给 定点 的 源 或 汤 对 应 兰 它 的 像 点 有 相同 的 
Я №. 

当 Rew Fœ}, w 的 像 点 趋 于 z=0. 在 标记 点 浓度 为 Q/2 的 漏 对 应 于 带 形 区 域 向 左 
无 限 远 的 漏 ， 为 了 运用 上 述 讨论 ， 我 们 考虑 过 带 形 区 域 左 半 部 分 连接 边界 线 0—0 与 "一 x 的 曲 
线 的 流速 ， 和 过 该 曲线 在 = 平面 的 像 的 流速 . . 

在 带 形 区 域 右边 界 的 漏 变 为 平面 内 无 限 远 的 漏 ， 

z 平面 上 半 部 分 的 流动 的 流 函 数 几 在 这 种 情况 下 一 定 满足 ， 沿 二 轴 三 部 分 的 每 一 个 ， 函 数 
值 为 常数 ， 且 当 z 绕 z 二 1 А es 移 到 位 置 = 一 zi 时 ， 它 的 值 增加 QQ 倍 ; 42 绕 原 点 以 
相同 的 方式 移动 时 ， 它 的 值 增加 Q/2 倍 ， 而 函数 . . : 


ф= — QfArecs — 1 — barge] ЕЕ 


满足 这 些 要 求 .而 且 这 个 函数 在 半 平 面 Inz>0 ИЖ, 因为 它 是 函数 ， 
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F= Qf Logz 一 1) 一 тов: |= това” — =) 


ON BILE LARS 因为 一 必 ， 所 以 通道 内 流动 的 复 势 函数 Еси) Wy 
F(w) = QLogter? — ew), 

去 掉 常数 ， 则 变 为 
F(w) = QLog(sinh P). (2) 


我 们 用 相同 的 符号 已 表示 三 个 不 同 的 函数 ， 其 中 一 个 在 = 平面， 另外 两 个 在 w FM. 
速度 矢量 已 (zw) 由 等 式 


о 
У = 六 coth 5 (3) 


给 定 ， 因 此 有 
А _ Q 
jim V Ox 
同样 点 w= 二 xi 为 停滞 点 ， 即 速度 在 该 点 为 零 、 因 此 沿 通 道 的 壁 v= nr 的 流体 压力 是 裂缝 点 除外 
的 所 有 点 中 最 大 的 . | | 
ЖЕНЯ pu, ОНО HRA Fw) NHR. АЖ yu, 0) = 为 曲线 
L тв (sinh 7)= с. 
等 式 可 以 化 简 为 


а 
tan > = ctanh 7° (4) 


其 中 。 为 任意 实 常数 ， 其 中 一 些 流 线 如 图 167 所 示 . 
114 在 有 迁 回 的 通道 内 的 流动 
为 了 进一步 讨论 施 瓦 效 - 克 里 斯 托 费 映射 的 应 用 ， 我 们 将 寻找 在 宽度 有 突然 变化 的 通道 (图 
168) 内 流体 流动 的 复 势 ， 我 们 定义 单位 长 度 ， 使 通道 的 宽度 为 单位; 则 hr eR EE EE 
其 中 O<A<1, INEM У, 表示 远离 宽 边 偏 移 的 流体 的 速度 ; 即 
limV = Vos 
Hebe ER VRARE. WARE HARRAH 
О = TV， (1) 


通道 的 横 截面 可 以 认为 是 图 168 KRMAR- MENNAN 


远 的 极限 情形 ， 其 中 w, w, w. w 为 四 边 形 的 四 个 顶点 ， 取 极限 后 ， 外 角 变 为 


Вп = Ts kor = >> вп =— Fs kın = x. 
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图 168 


同 前 面 一 样 ， 只 要 方便 ， 我 们 就 用 极限 值 ， 如 果 我 们 记 0, n=l, n=, а, 待定 ， 其 
中 0 一 必 <<1， 则 映射 函数 的 导 函 数 变 为 


9 — дат ар 0а Пи, (2) 
zZ 


为 了 简化 常数 A Alc. 的 求解 ， 我 们 先 求解 流动 的 复 势 ， 通 道 左 边 无 限 远 处 的 流动 源 对 应 
于 x=0 的 源 (103 节 )， 通 道 模 截面 的 全 部 边界 为 s WHR. ASAD, ， 我 们 知道 函数 
Е = VoLogz = Volnr + iVod (3) 
是 = 平面 的 上 半 部 分 流动 的 势 ， 其 中 在 原点 的 源 即 为 所 求 ， ИЖ у=У.0. ЧИ = 一 
Ке (0<0<л) № 0 到 Vor Е КАН, А R>0, ОМ ОЖ х. [比较 107 节 的 等 式 (5) 和 
108 节 的 练习 8. | 


w PERRE V 的 复 共 轰 可 以 写 为 
dF _ dF dz 
因此 ， 通 过 等 式 (2) 和 (3) 知 
| vw = (=F) w 
在 点 ww 的 极限 位 置 ， 对 应 于 z 二 0， 速度 是 实 常数 V。 从 等 式 (4) 得 
У, = ve V2. 


在 w, 的 极限 位 置 ， 对 应 于 == co， 令 实数 w, 表示 速度 .因此 易 知 当 生成 通道 牵 部 分 的 垂直 线 
段 向 右 移 向 无 穷 时 ，V 在 线段 的 每 一 点 趋向 V. 我 们 先 假设 w 为 从 等 式 (2) 得 到 的 WAR: 
为 了 缩短 讨论 ， 我 们 假设 这 是 真 的 ， 则 由 于 流动 稳定 ， 

rhV, = rV = Q., 
RV =Vo/h. ESR AHS = 趋 于 无 穷 ， 得 


Vo „У 
h A’ 
所 以 有 | 
A=h, t: = k? (5) 
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n V — р? 1/2 
Vw = L). (6) 


从 等 式 (6) 我 们 知 速度 的 数量 | У | 在 突变 的 角 w 处 为 无 穷 大 ， 因为 它 是 z 二 1 的 像 点 . 
同样 角 и, 是 停滞 点 ，V= 二 0， 沿 通道 的 边界 ， 流 体 压力 在 w 最 大 而 在 w 最 小 . 
为 了 写 出 势 和 变量 w 的 关系 式 ， 我 们 对 等 式 (2) 积 分 ， 等 式 (2) 可 以 转化 为 


dw hfze-1l\” 
Eor) 7) 
用 新 变量 s 替换 
| 2—№ _ ə 
z—-l | 5, 
则 等 式 (7) 化 简 为 
dw _ 1 1 
е = (Ts wae): 
因此 
w= hLog HEH — Logt, (8) 
FORRAR, AAA z= 时 ，s 为 零 ， 因 此 w 为 零 . 
根据 *， 等 式 (3) 的 势 函 数 FEH 
F= Vlog Р, 
1—5 
同样 地 ， 
exp(F/Vo) — h’? (9) 


~ “exp(F/V,) — 1° 
用 这 个 等 式 替代 等 式 (8) 的 s， 可 得 势 函 数 F， 作 为 w 的 函数 的 关系 式 . 


115 导电 金属 板 边 缘 的 电势 


无 限 长 的 两 平行 导电 金属 板 保持 电势 V=0， 置 于 它们 中 间 的 半 无 限 金 属 板 的 电势 为 V 一 
1， 坐 标 系 和 单位 长 度 的 选取 满足 上 述 金属 板 分 别 位 于 平面 v50, v=r 和 v 一 x/2( 图 169). F 
HRNKAE LHS RAKSHA Vu, v). 

该 区 域 在 ио 平面 的 横 截 面 为 图 169 虚线 所 示 四 边 形 的 点 w Aw 向 右 移动 且 w 向 左 移 


y v 
V=0 ті w3 
п 2-77 = 
= 51 po Y=) 
W4 Treen Í ~~~ 
=---- `na 
-1 1 ~ 人 ~ 
х х ж * У=0 w u 


动 的 极限 形式 ， 为 了 利用 施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 费 映射 ， 令 х, 对 应 于 顶点 ws ALAR. AR = 
—1, x= 1, x: 待定 ， 则 四 边 形 的 外 角 的 极限 值 为 


Rin=n, kın =— n, kın = kyn =x. 
因此 
dw _ и. ауа z— XY Alr l~r 
€ А10) D7 = A(R) 5 (+=), 
而 且 映 z 平 面 上 半 部 分 为 也 平面 的 分 开 的 带 形 区 域 的 映射 为 


w= [0 +. ове +1) + @ — zx)Log(z—1)]+B. (1) 


ФА, А. 和 By, В, 分 别 表示 常数 A 和 B 的 实 部 和 虚 部 ， 当 z=z iA w 位 于 分 开 的 带 
形 区 域 的 边界 上 ， 根 据 等 式 (1)， 
А. +44, 
2 


u+ iv = 


{41+ 2) Па | х1 1 十 iarg(z 十 1)] 

+ (1— 2) Па | x— 1 |+ iarg(z—1)]}+ В, + iB. (2) 
为 了 确定 常数 ， 注 意 连接 w Aw 的 线段 的 极限 位 置 为 w 轴 ， 这 条 线段 为 z 轴 上 的 点 x 二 一 1 
向 左 部 分 的 像 ， 这 是 因为 连接 w 和 w 的 线段 为 z+ 轴 上 的 点 x 二 1 向 右 部 分 的 像 ， 四 边 形 的 
其 余 两 边 为 x 轴 剩 下 两 段 的 像 ， 因 此 当 v=0 且 w 沿 正信 趋 于 无 穷 时 ， 相 应 点 x 从 左 趋 于 点 z= 
一 1. 因此 ' 

arg(a+l=x, argix—l =n, 

Aln| zx 十 1 | 趋 于 一 co 由 于 一 1<z<1， 等 式 (2) 的 大 括号 内 量 的 实 部 趋 于 一 2 因为 v= 


`0, МЫ А, =0; 否则 右边 的 虚 部 可 能 变 为 无 穷 ， 由 于 两 边 虚 部 相等 ， 即 


= AL +a det Q — zn] В, 


因此 | | 
— тА, =B, А, =0. ` Е (3) 
连接 u 和 we 的 线段 的 极限 位 置 为 半 直 线 v= п/200220). 这 条 半 直 线 上 的 点 为 = 一 工 的 
点 ， 其 中 一 1<<z 委 zz; 同样 ， 
arg(z +1) 一 0， arg(x— 1) = ү, 
化 简 等 式 (2) 两 边 的 虚 部 ， 得 关系 式 | | 
Re А =) Во. | (4) 
最 后 ， 连 接 ww 和 w 的 线段 的 极限 位 置 为 utri XA z 的 像 点 ， 其 中 z 之 1， 对 这 些 点 化 简 


等 式 (2) 的 虚 部 , 得 
т = В,. 


利用 等 式 (3) 和 等 式 (4)， 


ЖЕ 2311 


А, =—1, х 一 0. 
因此 х=0 的 像 点 为 顶点 wHni/2; 把 这 些 值 代 人 等 式 (2) 且 化 简 实 部 ， 得 В, =0. 
映射 (1) 变 为 


o= btaa +D Hoe D] ni (5) 


2z2 一 1-е”. | (6) 
EXTRA. РЕЖ У (и, ОЖ y> 内 关于 x 和 y 的 调和 函数 ; НЯ 
ER 170 所 示 边 界 条 件 . 注意 此 时 zx; = 0. 给 定 边 值 的 半 平 面 上 的 调和 函数 为 解析 函数 


о rn ig 
„Log = 下 win trO 02) 


KHER, FPO MO 在 0 和 之 间 变 化 ， 写 这 些 角 的 切线 为 x 和 > 的 函数 ， 得 


2 
фапдУ = їап(0; — 0,) = pyar (7) 


FAOMH т’ РУ Aa? У 关于 w то 的 表达 式 ， 从 等 式 (7) 可 知 势 函数 Y MBE и, 
о 的 关系 为 . .| 


tanzV 一 二 еб, (8) 


其 中 
s =—14+/1 + 26° cos2u Не“ 


练习 
1. 利用 施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 费 映射 形式 求解 附录 B 图 22 给 出 的 映射 函数 . 
2. 解释 有 半 无 限 矩 形 障 碍 物 的 通道 (图 171) 内 流动 问题 的 解 包含 在 
114 节 所 求 问题 的 解 中 . 
з. 讨论 附录 也 图 29， 当 * 沿 实 轴 的 z 委 一 1 的 部 分 向 右 移 动 时 ， 像 点 ToT т 
о РВВ окон. щаз 轴 的 一 段 一 1 委 z 魏 1 向 右 移 图 171 
动 时 ， 像 点 包 沿 v HB Оол bv 增加 的 方向 移动 ， 最 后 ， 当 z 沿 实 
轴 的 cll 的 部 分 向 右 移动 时 ， 像 点 w 沿 正 实 轴 向 右 移动 ， 注 意 在 点 z 一 一 1 M 21 的 像 点 ， 
w 的 移动 方向 改变 ， 这 些 变化 表明 映射 函数 的 导 函 数 为 


414 
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其 中 A 是 某 一 常数 .因此 可 形式 上 得 到 图 中 所 给 映射 、 证 明 这 个 映射 有 如 下 形式 
w= А+ 1), (х —– 1), + Logle + (= 1) (#— 1) 0]), 


Ж о<ага(х+1)< х, Н PHAR. 

4. 定义 Ta, VAWR BA 29 所 示 也 平面 的 阴影 区 域内 的 受 约 东 的 稳定 温度 ， 边 界 条 件 
为 当 u<0 时 T(x，h) 二 1， 在 边界 的 其 余部 分 (BC'D’)T=0. 利用 参数 а(0<а<п/2), DEH 
у 轴 正 半 轴 上 的 点 z= 二 i 的 像 为 | 


w= A In¢tana + seca) +i(F + seca) | 
( 见 练习 3) ， 且 在 点 w 的 温度 为 
Т(и, = & (0 <a< 7): 
л 


5. 定义 F(w) 为 附录 2 图 29 中 w 平 面 的 阴影 区 域 所 示 的 深 流 底部 有 一 个 阶梯 的 流体 流动 
的 复 势 函数 ， 其 中 当 | w | 在 该 区 域 趋 于 无 穷 时 流速 Y 趋 于 实 常数 V. 则 映射 为 练习 3 中 的 
Be x 平面 的 上 半 部 分 为 给 定 区 域 的 映射 ， 利 用 链 式 法 则 


证 明 
Ус) = М, (е — 1) (е +1)"; 
利用 其 像 点 在 流 的 底部 的 那些 点 < 一 z， 证 明 


E 
IVi=| V| 工 十 二 | 


注意 沿 A'B“ 速 度 从 | У. | 增长 ， 直 到 在 B' 点 |V | 一 co， 然 后 减 小 ， 到 C 点 为 零 ， ACAD 
增加 到 | Vo |; 注意 在 B' 和 C 之 间 的 点 


速度 为 | V。|. 
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本 章 中 ， 我 们 介绍 一 个 定理 ， 它 可 使 我 们 得 到 一 类 边 值 问题 的 解 ， 这 些 解 用 定 积 分 或 广义 
积分 表示 . 出现 的 积分 大 多 是 可 以 计算 的 . 
116 泊 松 积分 公式 

SC 为 定义 正方 向 的 圆 ， 中 心 在 原点 ， 且 假设 函数 EC AMC 上 解析 ， 则 柯 西 积 分 
公式 (47 节 ) 

_ 1 - f(s)ds 
fx) 一 tile = (1) 

表示 f 在 C。 内 任 一 点 的 值 与 在 C。 上 的 点 s 相关 ， 本 节 中 ， 我 们 将 由 公式 (1) 得 到 函数 f 
的 实 部 的 相关 公式 ; 在 117 节 中 ， 我 们 将 应 用 这 个 结果 解决 边界 为 Co 的 贺 盘 的 狄 利克 雷 问题 
(98). 

ro WC WER, Вій х=ғехр (10), HP 0<r<r С 172). WIERA = 关于 圆 的 
WEA wm 位 于 从 原点 出 发 的 过 = 的 射线 上 ， 且 满足 条 件 | zi le | =r; ВТ s WC, 上 的 
点 ， 则 


2 g 
z = exp (id) = 2 =>. (2) 


由 于 z EAC 的 外 面 ， 从 柯 西 - 古 萨 定理 可 知 等 式 〈1) ИНАЯ, Ща 代替 被 积 函数 中 
№ =. 48 
f(z) = zl. (2-4 усов 


对 С 运用 参数 化 表示 s=roexp (1$) OKIKI), 8 


fe = Е” ( St) уса 


2nJo 05-2 5 — 2 


为 了 方便 ， 用 :表示 roexp (G$). 
用 等 式 (2) 的 最 后 一 个 式 子 代 震 xz, ， 则 参数 表示 中 的 因子 可 以 记 为 


ар И. (3) 
s—z | (5/2) 5-я 5-х [5—2 |? 


则 柯 西 积分 公式 1) 变形 为 。 | 
А 012 ox flroe't) 
fw) = тар, (4) 
其 中 0 二 r 二 ro。， 当 r=0 时 公式 也 成 立 ; 这 种 情形 下 ， 它 可 简化 为 
f(0) = =n fCroes) dg, 
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这 正 是 等 式 (1) 在 z=0 时 的 参数 形式 . 
Ж | 5—2 | 为 点 5 到 > OER, MARE 〈 图 172) 得 
| s— z |? =r —2rrcos(¢—6) +r’. (5) 


图 172 


因此 如 果 и 为 解析 函数 у 的 实 部 ， 则 由 公式 (4) 得 


1 [= (т — т )и(ғо ,ф) 
СЕ 
这 是 调和 函数 и EUR r=r 为 边界 的 开 圆 盘 内 的 治 松 积分 公式 . 
公式 (6) 定义 了 一 个 从 u (rn, H Bu r, O 的 线性 分 式 映射 .映射 的 核 ， 除 去 因子 
1/ (2л) 外 ， 为 实 值 函数 


dé (к<). (6) > 


P< $— 0) = ми (7) 
Tors 72 — 2rorcos($— 0) +r’ 
我 们 称 之 为 泊 松 核 。 利 用 等 式 (5) ， 我 们 可 以 得 到 
Plrosr,$— 0) = or, (8) 
5—2 | 


因为 <r, BRL 了 为 正 函 数 ， 又 由 于 2 (5 一 z) MERI z/(s 一 z) 有 相同 的 实 部 ， 所 
以 我 们 可 以 从 等 式 (3) 的 第 二 个 式 子 得 到 


Ров = Re( = + z = ве (===). (9) 


5 —& 5 — & 


所 以 对 Co 上 的 每 个 不 动 点 y，P (№, г, 9—0) 为 © 内 > 和 8 的 调和 函数 ， 从 等 式 (7)， 得 
BP (м, г, $0 为 $ 一 9 的 偶 的 周期 函数 ， 周 期 为 2x; 4r=0 时 它 的 值 为 1. 
泊 松 积分 公式 (6) 可 以 写 为 ` 


u(r,0) = 去 | PCre r,s ит sg) dy (к< т). (10) 
0 
当 了 (=) =u (r, O =1 8, % (10) 表明 РЖ 
Д. [ротова 1 <r). | ар 
2rJo 


我 们 曾 假设 КАЕ С, ARR, MAC 上 也 解析 ; 因此 ，* 在 包含 圆 上 所 有 点 的 区 域内 也 解 
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ii. 特别 地 ，z 在 C。 上 连续 ， 这 个 条 件 将 被 放宽 . 
117 圆 盘 上 的 狄 利 克 雷 问题 


令 下 为 9 在 区 间 OKIS: 内 的 分 段 连续 函数 . Е 的 泊 松 积分 映射 由 116 节 介 绍 的 泊 松 核 
P (к, r, 9—0) 定义 为 


2х 
U(r,8) = +f Penri ЕСФ C< ro). a) 


本 节 中 ,我 们 将 证 明 函 数 U OC. 9 ЖИ r=r 内 为 调和 函数 ， 
limU(r,@) = F8), (2) 

下 在 每 个 固定 9 都 连续 ， 若 除去 下 不 连续 的 有 限 个 点 (к, O 外 ， 当 Or, O 沿 某 条 半径 趋 于 
(rn, OR, UG, O АР Е (0); 则 在 这 种 意义 下 ，L 为 圆 盘 <r 内 狄 利 克 雷 问题 
的 解 . o. 

例 ЗЕ ЕЖЕ, RNKACRRAMERBHSERRAWSRV r, 9, ARFA 
两 相等 的 部 分 ; 在 其 中 一 个 部 分 V=1， 在 另 一 个 部 分 V 二 0.。 这 个 问题 通过 106 节 的 保 形 映射 
解决 了 ; 回忆 它 是 怎样 解释 一 个 7 过 1 的 圆 盘 的 犹 利 欧 雷 问题 的 ， 其 中 在 边界 r=1 的 上 半 部 分 
V=0, ЕТ V=1 ( 见 图 173). 


УЕ! 


图 173 


EZR (1) 中 ， 用 V 代替 U, r= 二 1， 且 当 0<$<<x 时 FF ФЛ =0, Ш пф 2л ВЕ ($) 
王 1， 因 此 可 得 


V(r,0) = AS PCr 0088, (3) 
2к x 


其 中 


1— r? 


РО, = т русов Сф 90: 
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[Par pdg = Zarctan (ТЕ лап 2), (4) 
RA BA AAU BREF y 的 导数 . 从 等 式 G) 得 
nV(r,0) = arctan (3 + “tan 2x0) _ arctan (3 + “tan 20). 


对 tan [Vr 00) 的 表达 式 进 行 化 简 ， 从 最 后 一 个 等 式 〈 见 118 节 练 习 3) 我 们 知 


—r 
V(r,0) = Larctan( z) 
反正 切 函 数 的 值 上 的 约 东 是 显然 的 ， 在 直角 坐标 系 下 ， 这 个 解 和 106 节 的 解 相同 . 如 在 例子 前 
声称 的 ， 现 在 我 们 证 明 等 式 (1) 定义 的 函数 U W EAA r <r 的 狄 利克 雷 问题 . 首先 ，U 在 
=, 内 调和 ， 因 为 P 是 r 和 90 的 调和 函数 . 又 由 于 下 分 段 连续 ， 积 分 (1) 可 以 表示 为 有 
限 个 定 积分 的 和 ， 其 中 每 一 个 被 积 函 数 关 于 *>，09，y 连续 .这 些 被 积 函 数 关 于 ”和 8 的 偏 导数 
也 连续 ， 由 于 关于 r 和 0 的 积分 和 求 导 的 顺序 可 以 交换 ， 且 在 极 坐 标 r 和 0 (25 节 练 习 5) ГР 
满足 拉 普 拉 斯 方程 | 


(0 < arctant < п), (5) 


rP,+rP,+ Pe == 0, 
因此 可 知 U 也 满足 这 个 方程 . 
为 了 证 明 极 限 “2)， 我 们 需要 证 明 如 果 下 在 9 连续 ， 则 对 任意 正 数 e 存在 正 数 6 满足 当 0 
<ro—r<ò AY, 
| U(r, 6) — FO) |< е. . (6) 
我 们 从 116 节 提 到 的 泊 松 核 的 性 质 AD 开始 ， 记 


U(r.0) — FO) = 支 | Pen „r $ — ГЕС) — F(@) ]dg. 
为 了 方便 ， 令 下 以 2x 为 周期 ， 周 期 性 延 拓 ， 这 样 被 积 函数 在 上 有 相同 的 周期 . 同样 由 于 极限 
性 质 的 确定 ， 我 们 可 以 假设 0 和 <r<m. 

接着 我 们 注意 到 ， 由 于 下 在 0 连续 ， 所 芭 存 在 一 个 小 正 数 满足 当 | $ 一 9 | <а В}, 


ГЕФ) — Е(® |< $ (7) 


显然， 


Ur. — FO = L+), (8) 
其 中 
Dr = Af Per ‚„,$— LF) — F0) lde, 
2x ba 
1 G-at2n 
LW = +f Pr 0756 ГЕС) — FO) ldt. 
2х Ha 


根据 上 述 不 等 式 (7) 的 第 一 个 式 子 和 116 节 的 该 函数 的 性 质 (11)， PER RR (116 
节 )， 该 事实 可 以 使 我 们 得 到 不 等 式 
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| L) <z[ Plrosr,$—0) | ЕФ) — ЕХ) | а 


< [Ров Odd 5 
uo 


对 积分 I。(r)， 从 116 节 图 172 可 知 当 ;的 角 # 在 闭 区 间 

0 十 ae 委 % 委 0 一 ax 十 2r 
变化 时 ，P (ros г, $9 的 表达 式 (8) 中 的 分 母 | s 一 z | * A CER) 最 小 值 m， 所 以 如 果 
用 M 表示 分 段 连续 函数 | 下 ($) 一 F (9) | EKA <$: 的 上 界 ， 则 


2 
со |< GoM < м, -r < = 
тт >. 
条 件 是 满足 ro 一 r<<0， 其 中 
è= IMa (9) 


最 后 ， 上 面 两 段 的 结论 告诉 我 们 
100,0) — ЕФ) IKILO IH 00 |< = е, 


Щр —<9, ЖФ 为 等 式 (9) 定义 的 正 数 ， 即 当 8 选 定时 表达 式 (6) ЖҮ. 
根据 表达 式 O), U 在 ”一 0 的 值 为 


1 2n 
x. ЕС) а. 


РА Т a PACE Tr re 的 中 心 的 值 为 贺 的 边界 值 的 平均 . 
下 面 要 证 明 的 是 PP 和 U 可 以 由 初等 调和 函数 一 coszb 和 "sinzb 的 级 数 表示 为 如 下 形式 : 


Pr 一 0) = 1+2 У) (=) cosncs — 0) (<r) (10) 
n=1 of. 
和 
000 = tao + J) (=) Cacos + взяв) (r< ro)» ар 
2 n=1 ro 
其 中 
2х 
а, = if" Е(ф) сози$ а, b, = Lf Еф) sinng 9$. 
х х Јо 
其 证 明 留 做 练习 . 


118 相关 的 边 值 问题 


下 面 给 出 的 结果 的 证 明细 节 我 们 留 做 练习 ， 假 定 函数 下 分 段 连续 ， 边 值 在 圆 一” 上 
假设 (2x 一 9) = 一 F (0). 117 节 的 泊 松 积分 公式 CD 变 为 


U(r,0) = | CPC „г, —0) — Р( ‚г, $ +0) FCS) dd. a) 


423 


424 
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函数 U 在 圆 上 水 平 射线 9 二 0 和 4 二 x 处 为 零 ， 这 正如 我 们 所 希望 的 U 可 以 作为 稳定 温度 ， 则 
A (1) ЖЩ КЮ <r, 00n 的 犹 利克 雷 问题 的 解 ， 其 中 在 直径 AB 上 U=0， 如 图 174 
所 示 ; 且 在 下 连续 的 每 个 固定 的 点 09， 

limU (7,0) =FO) (0<0< я). (2) 


тт 


ШЖ Е (20-0) =F (0), И 
U(r,0) = 去 | LPG r-o + PUroars$ + 0) JF) dds (3) 


№ 0=0 KR O=xit U, (r, 0) =0. 因此 公式 (3) ABERA U AEM Бен, 0<0<к 


内 调和 ， 且 满足 条 件 (0), ， 同 样 也 满足 在 直径 АВ 的 法 向 导数 为 零 ， 如 图 174 所 示 . 
y 


о LA Vo 


A B x 


图 174 


解析 函数 <= В 平面 的 圆 | Z | =r 为 = 平面 的 圆 | = | 一 mm， 且 有 映 第 一 个 圆 的 外 部 
为 第 二 个 圆 的 内 部 ， 记 ==техр (i0) 和 2Z=Rexp (ig), M r=rġ/R, O=2n—y. 117 节 式 
(1) 表示 的 调和 函数 U r, 0) 变 为 函数 | 

и(7,2*-+) =>], FTIR Tp TREO 
ежка К>, AAA, BOR. C O WA, Mu -0 iM (RAID. 因此 函 
ЖҰ Н (R, p) =U C/R, ф—2к), 或 


HR) = 一 3 | Por ,R$— DF (R> r) (4) 
也 调和 . ЕЕ Ф 连续 的 每 个 固定 的 点 %， 根 据 117 节 条 件 〈2) 得 
| lim H(R, р) = ЕФ. (5) 


К> 


因此 式 (4) 解决 了 QZ 平面 国民 一 rm 外 区 域 的 犹 利克 雷 问题 (图 175)， 由 116 WRIA (8), 
、 Y 
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4 К>, 时 ， 泊 松 核 P (ro, R, %— 4) 为 负 . 同样 


1 ox 
去 | Pon R$- pd =—1 R>r) (6) 


on 
lim HR, p = ЕС аф, (7) 
Ro 2xJo 


练习 
1. 利用 117 节 的 泊 松 积分 公式 (1)， 推 导 圆 柱 x? 十 y =l 内 部 的 电势 表达 式 


1— 22 — у? 
(2—1) +(y—1)?—-1 
满足 在 圆柱 表面 的 第 一 象限 (220, yoo) У=1, ERRBAV=0. 同样 指出 1 一 V 为 什么 
是 105 节 练习 8 的 解 . 

2. 定义 了 为 表面 绝热 的 圆 盘 > 委 1 内 的 稳定 温度 ， 且 当 r=1 в, Æ 0<0<20, (0<%< 
r/2) 内 T 王 1， 在 其 余 边 上 T=0， 利 用 泊 松 积分 公式 证 明 


VCzyy) = 去 arctan| ] (0 < arctant < п) 


(1—2 — У) 
(х= 1) + (у уо) — у 
其 中 yo= tanb. ШЕН РАЙ Е RARE. 

з. 利用 三 角 恒 等 式 


tanla 一 有 一 tana 一 tang tana + cote = 


1 + tanatang’ 
证 明 117 节 例 子 中 的 解 (5) 可 以 从 前 面 的 nV Cr, Ф 的 表达 式 中 获得 ， 
4. 定义 了 为 有 限 单位 脉冲 函数 《图 176): 
| 1/h, 4 0 LOS +В, 
0,40<0< h MA А < 9 < 2x, 
НФ А HIER A 0<0,<0, +1<2к. 注意 


Те» у)» = Tarctan| ] (0 < arctant < к», 
к 


~R 9 
sin2a 


I(h,0— 6) = | 


Gy +h | 
| I(h,0— 6240 = 1. 
% 
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利用 定 积分 的 中 值 定理 证 明 


2х 十 
| Pern у, ФК, 0, )d$ = Рик] "Т.ф 0,24, 
5 
其 中 aKo ths 从 而 


on 
бт, Plrosrs$— 6)10Һ,Ф — 0) 一 Proyr 0 一 9) (т< ғ). 
к>0 


所 以 泊 松 核 P (ns г, 0-0) Hh ATOR r=, 内 调和 函数 的 极限 . 其 中 圆 的 边 值 用 脉 
冲 函 数 nI (А, 0—0) HA. 

5. 证 明 56 节 练 习 8 b) 的 用 余弦 级 数 的 和 表示 的 表达 式 可 以 写 为 

1 — а? 
1 — 2acos@ + а? 
然后 证 明 泊 松 核 有 117 节 的 级 数 表达 式 (10). 

6. 证 明 117 节 泊 松 核 的 表达 式 (10) 中 的 级 数 关于 Жи. 然后 可 以 由 公式 O) 得 
ЗО C, O 的 级 数 表达 式 ADS. 

7. 利用 117 节 的 表达 式 AD 和 (2) 求解 无 限 长 的 实心 圆柱 * 魏 r 内 的 稳定 温度 T CO, 
9), ШТ (%, O = 二 Acos96， 证 明 没 有 热流 过 平面 y=0. 


SE: T= A cosd = A,. 
ro ro 


8. 对 无 界 区 域 R>m，0<y<rxr (如 图 117 所 示 ) 内 的 调和 函数 Н, HES 118 HAR (4) 
的 特殊 形式 . | 
如 果 在 半圆 上 满足 边界 条 件 
lim HR) = Ер) O<g¢<n), 
Н (а) 在 射线 ВА 和 DE ЕЯ; (b) 在 射线 BA 和 DE 上 法 
向 导数 为 零 ， 推 导 118 节 公 式 (4) 的 特殊 形式 图 177 


(a) НВФ = [CPC Б.О РО Rob ЛЕС) АВ; 


1 十 2 > yarcosng = (—-1<а<). 
1 


n= 


(b) HR, =— СРС ,R,$+ g) + Piro Rio ЛЕС) dp. 


9. 118 节 的 式 (D 作为 图 174 所 示 区 域 的 狄 利克 雷 问 题 的 解 ， 给 出 其 推导 细节 . 
10.118 节 的 式 (3〉 作 为 边 值 问题 的 解 ， 给 出 其 推导 细节 . 
11. 作为 圆 外 区 域 (图 175) 的 犹 利克 雷 问题 的 解 ， 求 解 118 节 的 公式 (4). Bu (r, 0) 
调和 时 ， 利 用 拉 普 拉 斯 方程 的 极 坐标 形式 = 
72и. (50У tu, + ив, = 0 


© %ro=1 时 ， 用 分 离 变量 法 可 获得 该 结果 .分离 变 量 法 见 作者 的 Fourier Series and Boundary Value Problems, 
Sth ed. Sec. 48, 2001. 
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证 明 и (r， 一 0) 调和 . 
12. 解释 118 节 的 等 式 (6) 是 正确 的 . 
13. 推导 118 节 的 极限 (7). 


119 施 瓦 兹 积分 公式 
$ УЕЗ Imz>0 上 的 关于 x 的 解析 函数 ， 使 得 对 某 些 正 数 CAM, МИ 
性 质 
| ==) [< М Amz È 0). (1) 


对 实 轴 上 方 的 一 个 不 动 点 z，C 定义 为 中 心 在 原点 半径 为 R 的 给 定 正 方向 的 图 的 上 部 ， 其 中 
К> |z| (4178). 427 


一 t x 
178 
则 根据 柯 西 积分 公式 ， , 
р ағ 1 (® Fae 
fe =I 5 一 z tral, 1—2 ` (2) 


щ R 趋 于 cc 时 第 一 个 积分 趋 于 0， 根 据 表达 式 O 有 


fds M _ «М 
|. 5—= <RR-1ep R*(1—| = | /RY 
因此 | 
fay = hf РО аша 0). (3) 
1-ю t z 


条 件 (1) 保证 了 这 个 广义 积分 收 伍 9， 它 收 伍 于 柯 西 主 值 〈 见 71 节 )， 且 表达 式 G 为 半 平 
@ 10:20 的 柯 西 积分 公式 . 

当 点 z 位 于 实 轴 下 方 时 ， 等 式 〈2) 的 右边 为 零 ; 因此 积分 〈3) 在 该 点 为 零 . 因此 ， 当 = 
在 实 轴 上 方 时 ， 我 们 有 如 下 公式 ， 其 中 是 任意 一 个 复 常 数 ; 


人 dmz > 0). (4) 


t—z 


f@ = Ll 


211 一 co 


© ВА Е Taylor and Ж. В. Mann, Advanced Calculus, 3d ed. Chap. 22, 1983. 
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当 c=—1 和 c==1 时 ， 它 可 以 简化 为 
f(z) = ый 


本 РЕ. dt (y>0) (5) 


fay = 2) Seta (уро). | (6) 


= |t— 


ШЖ (=) =u (х, у) tiv (х, у), HR (5) 和 (6) 可知， 在 半 平 面 y 之 0 内 关于 и 的 边 
值 ， HARM ато ИН PARA: 


1 ,0 
иб(х,у) = а = 1 755 sdt (y> 0), (7) 
002,5) = if ити Cy > 0). 8) 


公式 (7) ЖУРЕК А АК НАА. 在 下 节 中 ， 我 们 将 放松 公式 
(7) 和 (8) WA. 


120 ” 半 平 面 的 狄 利克 雷 问题 


令 下 定义 为 z 的 一 个 实 值 沙 数 ， 对 所 有 x， 下 有 和 界 ， 且 除去 最 多 有 限 个 跳跃 的 点 外 连续 . 
当 уе 和 | х | <1/е BY, 其 中 se 是 任意 正 数 ， 积分 


= Fd 
Kay) =] ao eS 


KF х 和 y 一 致 收敛 ， 被 积 函数 关于 和 >y КЗ 这 些 函 数 都 是 有 限 个 定 积分 或 
广义 积分 的 和 ， 其 中 在 每 个 积分 区 域 上 下 连续 ;因此 当 y 之 e 时 ， 每 一 部 分 积分 的 被 积 函数 是 
t, х, у 的 连续 函数 .相应 地 ，I Сх, у) 的 每 个 偏 导 可 以 表示 为 对 应 被 积 函 数 的 导数 的 积分 ， 
其 中 уро. Е 

WU (х, у) =; (х, у) /x， 因 此 U 是 下 的 施 瓦 益 积分 映射 ， 根据 119 FRIAR (7) 
的 提示 : 


Ua» = 4f CEPET (y>0). a) 


除去 因子 1/x， 核 为 y/ 1 1 一 z | :， 它 是 函数 1/ (1 一 z) 的 虚 部 ， 其 中 函数 在 y>>0 的 x AR 
析 ， 所 以 核 调和 ， 因 此 它 满足 Ay 的 拉 普 拉 斯 方程 由 于 求 导 和 积分 可 以 互 换 ， 所 以 函数 
(1) 也 满足 这 个 等 式 ， 即 U уго 调和 . 
为 了 证 明 在 下 连续 的 每 个 固定 的 
limU (259) = F(x), (2) 


把 上 一 xz 十 ytanrz 代 人 公式 (1) 得 
al 
О(х,у) = +| Ее аш" (y> 0). (3) 
N J —x/2 
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如 果 
С(х,у»т) = F(z ytanr) — F(x) 
且 a 为 某 个 小 正 数 ， 则 


[7/2 
nlU(zx,y) — F(z) ] 一 Г „ССР dr 一 1, (у) + І, (у) + І, Су) 9 (4) 
其 中 


(—2/2) +a 
пор = |7 "блуд, 


0) = ce 


(—ж/2) 


" С (х, у,т) т, 
+a 


/2 
І, Cy) =| С (т, у, о) de. 
(п/2)—в 


如 果 定 义 М 为 | Е (x) | МЕХ, 则 | С (z, У, т) | <2M. 对 给 定 正 数 є, 选取 а й 
Æ 6Max<e; Е | 


| Cy) |< 2Ma < = 和 ILO) |< 2M < =. 
下 面 证 明 ， 对 于 es， 总 存在 正 数 9 满足 当 0<y<<6 时 ， 
Е 
| I, (у) |< 3° 
为 了 得 到 这 个 结果 ， 我 们 注意 ， 因 为 下 在 x 连续 ， 则 存在 正 数 > 满足 当 0<y | tanr | <у 时 ， 


| GCxsyer) |< E, 
. Зл 


当 zt 在 (一 x/2) +a Ж (к/2) 一 a 之 间 变 化 时 ， | хапг | 的 最 大 值 为 tan [ (x/2) 一 a] = 
cota， 因 此 ， 如 果 我 们 记 6==Ytana， 则 当 оу, 


ILo |= q(x — 2a) < +. 


因此 我 们 证 明了 当 0<y<6 时 ， 
ILO IH 16у) [+] ВС» |< в. 

条 件 (2) 可 以 由 这 个 结果 和 等 式 〈4) 得 出 . 

所 以 公式 (1) 解决 了 具有 边界 条 件 (2) KEFE уго 内 的 狄 利克 雷 问 题 . 从 表达 式 
(1) 的 形式 (3) 显然 有 在 半 平 面 内 1U (х, у) |<M, 其 中 M 为 |F (х) | WER; ВО 
AR. 我 们 注意 当下 (1) =F HU (х, у) =F, ЕФ F, 为 一 常数 . 

根据 119 节 的 公式 (8)， 在 下 的 一 定 条 件 下 ， 水 数 
2: (4-nFQ@) 1 
w= Gay FP" 
WAL D 给 出 的 函数 U HHMI Bb, 公式 (5) антон АЯ А 
数 ， 如 果 下 除去 最 多 有 限 个 跳跃 点 外 处 处 连续 ， 且 下 满足 性 质 


У(=х,у) = =] Cy > 0) (5) 
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| =Е(х)!<%М @>0. 
在 这 些 条 件 下 ， 我们 发 现 当 y>>0 时 ，U 和 V 满足 柯 西 一 黎 曼 方程 
X F AARAA RA, AR d) 的 特殊 形式 留 做 练习 . 


练习 


1. ARRA U 作为 式 O 的 特殊 形式 ， BREED 
> 1 
И, у) = 2f kereti Gap +y Её (х >0,7>0), 
其 中 口 在 第 一 象限 调和 ， 且 满足 边界 条 件 
U(0,y) = 0 (y>0) 
limU (x,y) = F(x) (хі 0,55 2;) 


у>0 


其 中 对 所 有 正 z，F 有 界 ， 且 除去 最 多 有 限 个 跳跃 点 х, (=1, 2, +, п) ER. 
2. ХТ (х, у) 为 表面 绝热 的 平面 z 汪 >0，y 之 0 的 有 界 稳定 温度 ， 且 
limT (xy) = F(x) (4>0), 
у>0 
limT (x9) = Fy) Cy> 0) 


х>0 


(В 179). Е, ЖЕ, 除去 最 多 有 限 个 跳跃 点 外 有 界 连续 . 记 工 十 iy 二 xz 并 y 
通过 练习 1 得 到 的 表达 式 证 明 T= F,(y) 
Т(х,у) = Т,(х,у) + Т, (х,у) (a >0,y>0), 
其 中 ТЕР х 
179 


Т, (х,у) = 2f (Gos mF | = Е z )Fi (ede, 


> 1 1 
Tan = 2)" (rrap т) 04 


3. 作为 120 节 公式 (D 的 特殊 形式 ， 推 导 有 界 函 数 U 的 表达 式 为 


Ulery) = Fod (zx > 0,y > 0), 


> 1 
zf Fees, + Gray у? 
U 在 第 一 象限 调和 ， 且 满足 边界 条 件 
О, (0,у) = 0 (у > 0), 
limU (x,y) = F(x) (4>0,z4#2;), 
其 中 ЕЖЕ x BR, 且 除 去 最 多 有 限 个 点 х= х; G=1, 2，…， n) 连续 . 
4. 在 120 节 中 交换 工 轴 和 y 轴 ， 则 半 平 面 zx 之 0 内 犹 利克 雷 问题 的 解 为 


U(xz,y) = = i (х > 0). 
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їс 

1, 4-l<y<1lit 
0, 4lyl>1 at 

则 可 得 U ME MSM IM —V 的 表达 式 为 


Е(у) = | 


— arctan 


= 1 ytl 2 一 1 
U(z,y) = (arctan 7 = ). 


-lp РОО? 
И) = ао" 
Hep—an/2<arctant<n/2. 同样 证 明 


У(х, у) + И (х,у) = 二 [Log(z 十 i) — Log(z — i)], 
其 中 z=z 十 iy. 
121 诺 伊 曼 问 题 


同 116 А 172 一 样 ， 我 们 记 s=rexp GP) Mz=rexp GO), HH r<n. 4s Е, BR 
ОС ,г,$— 0) =— 2roln | s—z|=—roln[r? — 2rorcos(¢— 0) +r’ ] (1) 
ЕЯ |z| =r 的 内 部 调和 ， 因为 它 是 一 2rolog (2—5) 的 实 部 ， 其 中 log (2—5) 的 支 割 线 为 
从 点 :出 发 的 向 外 的 射线 ， 更 进一步 ， 如 果 r 关 0， 


ro [ 2r? — 2rorcos($ — 0) ] 


©, (70 1718 — 0) т 7 — 2тогсоз($ — +r’ (2) 


= [Ро ‚г.ф— 0) 一 1}, 


ЯФ Р 116 节 的 泊 松 核 〈7)， 

这 些 观 察 的 结果 表明 函数 Q 可 以 被 调和 函数 U 的 积分 表达 式 表 示 ， 其 中 LU 的 法 向 导数 О, 
FEA r=, 上 假定 为 指定 的 值 C (0). | 

如 果 G 分 段 连续 且 U 为 任意 常数 ， 则 函数 


UO) = [ос DCD +U <" (3) 
调和 ， 因 为 被 积 函数 为 关于 r 和 9 的 调和 函数 ， 如果 G 在 圆 | z | 一 mm 上 的 平均 值 为 零 ， 或 
[Gas =0 ` (4) 


则 应 用 等 式 (2), | 
U (r,0) =)" TOF PC ry унф 0) — 1]6(4 $ 
TIO r | 


=" 1 | Pera отьф 964. 


. 2. 
г 2x 


根据 117 节 的 等 式 (1) 和 (2)， 
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2л 
lim 去 | Р(=,,г,$— DG dS = GO). 
rary 21 0 
"< 
因此 对 G 连续 的 每 个 9 有 
limU, (7,0) = С). (5) 


r<ry 


当 G 分 段 连续 且 满 足 条 件 (4), АК 
U(r,6) =— zef" nr 一 2rrcos(g 一 四 十 站 GO 有 由 十 DC 二 六 )， (6) 


AMr=r 内 部 区 域 的 诺 伊 受 问题 的 解 ， 其 中 在 条 件 (5) 的 意义 下 ，G (0) 为 调和 函数 
U(r, 0\ 在 边界 的 法 向 导数 ， 注 意 从 等 式 (4) 和 等 式 (6) 可 知 ， 因 为 lnrs 为 常数 ， 则 Un 
H U EAr=r 的 中 心 r=0 的 值 . 

值 U(r，0) 可 以 表示 表面 绝热 的 圆 盘 ”< 内 的 稳定 温度 ， 在 这 种 情况 下 ， 条 件 (5) 表 
明 热 量 沿 和 G (O 相对 称 的 边 流入 圆 盘 ， AY (4) 自然 要 求 热量 流入 圆 盘 的 总 流速 为 零 ， 因 


为 温度 不 随时 间 变 化 . 
ЗЕЯ r=r 的 外 部 区 域 ， 和 函数 Н 对 应 的 公式 可 以 由 О 表示 
HRP = ES Qn R$ 0608 He (Ерт), | (7) 


其 中 H 为 常数 ， 和 前 面 一 样 ， 我 们 假设 G 分 段 连续 且 满 足 条 件 4)， 则 对 G 连续 的 每 个 y 
Н, = lim HR, p) 
和 П 
lim He (Rig) = СС). (8) 
作为 公式 (3) 应 用 到 半圆 区 域 的 特殊 形式 (7) 的 证 明 留 作 练习 . 
现在 转向 半 平面 ， 我 们 假定 除去 有 限 跳跃 点 外 对 所 有 实 AG (0) 连续 ， 且 令 它 满足 指 
定 的 性 质 
| СС |<M (a>), (9) 
其 中 一 <z<co。 对 每 个 固定 的 实数 +， 函数 Log | = 一 : | 在 半 平面 Imz>0 В. 函数 


UCz,y) =i)" in| z— z | GC dt +U 


(10) 
=4f infe—x)?+y¥IG@d+U, (у> 0), 
К) 一 co 
- 在 半 平 面 调和 ， 其 中 UL 为 实数 . 
用 120 节 的 施 瓦 效 积 分 映射 〈1) WAR (10); 从 公式 00 有 
_ 1f{* са) 11 
U, (x,y) = L 290-й >. (11) 


利用 120 节 的 等 式 (1) 和 (2)， 在 G 连续 的 每 个 点 x 有 


ЖИЛАХ 


limU, (х,у) = G(x). 
yd 


yoo 
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(12) 


积分 公式 0) 显然 解决 了 半 平 面 yoO 内 满足 边界 条 件 (12) 的 诺 伊 曼 问 题 。 但 我 们 并 


不 要 求 在 G 上 满足 当 | zx | 增加 时 ， 调 和 函数 U 有 界 . 
当 G 为 奇 函 数 ， 式 (10) 为 


1, Гао у 
О,» = 4l nE T% eoa (zx > 0, y> 0). 


这 表明 函数 在 第 一 象限 2220, y>0 调和 且 满 足 边界 条 件 
limU, (x,y) = Gr) (ж2> 0). 


у>0 


练习 


1. 利用 前 面 章 节 的 结果 ， 推 导 圆 Hr 外 区 域 的 诺 伊 曼 问 题 的 解 为 公式 (7). 
2. 作为 121 节 公 式 (3) WHR, MAU 的 表达 式 为 


U(r,0) = 2 гес ,$C 一 0) 一 а ‚г, + 0) 1С) 4$, 


其 中 函数 U 在 半圆 区 域 ><m ，0<b<r 调 和， 且 对 G 连 续 的 每 个 0 满足 边界 条 件 
U(r,0) = U(r,n) 一 0 (r< ғ), 
limU,(r,0) = СФ (0 <0< х). 


< 
3. 作为 121 WARK (3) 的 特殊 形式 ， 函 数 U 的 表达 式 为 
Ur = 905,90 + Wr sr F+ NIGH + Us 
其 中 函数 U 在 半 贺 区域" 二 r。，0 二 0<-x 调 和 ， 且 对 G 连续 的 每 个 0 满足 边界 条 件 
0,0,0) = ЦЮ =0 (к< т), 


rary 


且 规 定 
[owas = 0, 


(13) 


(14) 
(15) 


4. ХТ (х, у) КЖ 2220, yORNRERE. 区域 表面 绝热 ， 在 边 zx 一 0 上 了 一 
0. 热量 (100 节 ) 沿边 y 一 0 的 一 段 0 过 x 一 1 流 人 平面 的 值 为 常数 A， 在 边 的 其 余部 分 绝热 . 


利用 121 节 公 式 (13) ЧЕН х=0 流出 区 域 的 热量 为 
Ат 
2(1+ =). 


附录 A 参考 文献 


下 面 列 出 了 一 部 分 参考 的 书目 ， 当 然 这 里 所 列 出 的 并 不 完全 。 进 一 步 的 文献 可 以 从 这 里 所 
” 列 出 的 许多 书 中 找到 。 


理 论 


Ahlfors, L. V.: “Complex Analysis,” За ed. , McGraw-Hill Higher Education, Burr 
Ridge, IL, 1979. | 

Antimirov, М. Ya., А. А. Kolyshkin, and В. Vaillancourt; “Complex Variables,” Ас- 
adamic Press, San Diego, 1998. 

Bak, J., and D. J. Newman: “Complex Analysis,” 2d ed. , Springer-Verlag, New York, 
1997. А 

Bieberbach, L. : “Conformal Mapping,” American Mathematical Society, Providence, КІ, 2000. 

Boas, К. Р.: “Invitation to Complex Analysis”, The McGraw-Hill Companies, New York, 1987. 

——,; “Yet Another Proof of the Fundamental. Theorem of Algebra,” Amer. Math. Month- 
ly, Vol. 71, No. 2, p. 180, 1964. 

Carathéodory, С. : “Conformal Representation”, Dover Publications, Inc. , Mineola, NY, 1952. 

—— ; “Theory of Functions of a Complex Variable,” American Mathematical Society, Provi- 
dence, RI, 1954. 

Conway, J. B.: “Functions of One Complex Variable,” 2d. ed. » 6th Printing, Springer- 
Verlag, New York, 1997. ， ， 

Copson, E..T.: “Theory of Functions of a Complex Variable,” Oxford University Press, 
London, 1962. 

Evans, G. C.: “The Logarithmic Potential, Discontinuous Dirichlet and Neumann Prob- 
lems,” American Mathematical Society, Providence, КІ, 1927. 

Fisher, $. D.; “Complex Variables,” 2d ed. , Dover Publications, Inc., Mineola, NY, 1990. 

' Flanigan, Е. J.: “Complex Variables: Harmonic and Analytic Functions,” Dover Publica- 
tions, Inc., Mineola, МУ, 1983.. | | oo 

Hille, E.; “Analytic Function Theory,” Vols, 1 and 2, 2d ed. , Chelsea Publishing Со. . 
New York, 1973. 

Kaplan, W.: “Advanced Calculus,” 5th ed., Addison-Wesley Higher Mathematics, Bos- 
ton, MA, 2003. 

——, “Advanced Mathematics for Engineers,” TechBooks, Marietta, OH, 1992. 

Kellogg, О. D.: “Foundations of Potential Theory,” Dover Publications, Inc. , New York, 1953. 

Knopp, K.: “Elements of the Theory of Functions,” translated. by Е. :Bagemihl, Dover 


330 у 附录 A 


Publications, Inc., Mineola, NY, 1952. 

——; “Problem Book in the.Theory of Functions,” Dover Publications, Inc., Mineola, МУ, 
2000. 

Krantz, $. С.: “Complex Analysis; The Geometric Viewpoint,” Garus Mathematical Моп- 
ograph Series, The Mathematical Association of America, Washington, DC, 1990. 

——; “Handbook of Complex Variables,” Birkhauser Boston, Cambridge, MA, 2000. 

Krzyz, J. С. : “Problems in Complex Variable Theory,” Elsevier Science New York, 1972. 

Lang, S.: “Complex Analysis”, 3d ed, Springer-Verlag, New York 1993. 

Levinson, N., and В. М. Redheffer: “Complex Variables,” The McGraw-Hill Companies, 
Inc. , New York, 1988. | 

Markushevich, А. L: “Theory of Functions of a Complex Variable,” 3 vols. in one, 24 
ed., American Mathematical Society, Providence, RI, 1977. 

Marsden, J. E., and М. J. Hoffman: “Basic Complex Analysis,” 2d ed., W. Н. Free- 
man & Company, New York, 1987. · | 

Mathews, J. H., and К. W. Howell: “Complex Analysis for Mathematics and Engineer- 
ing,” 4th ed, Jones and Bartlett Publishers, Sudbury, MA, 2001. 

Mitrinovié, D. S.: “Calculus of Residues,” P. Noordhoff, Ltd. , Groningen, 1966. 


Nahin, P. J.: “An Imaginary Tale; The Story of y~ 1,” Princeton University Press, Prin- 
ceton, NJ, 1998. 

Nehari, Z. : “Conformal Mapping,” Dover Publications, Inc. , Mineola, NY, 1975. 

Newman, M. H. A.: “Elements of the Toplogy of Plane Sets of Points” 2d ed, , Dover 
Publications, Inc., Mineola, NY, 1999. В 

Pennisi, L. L.: “Elements of Complex Variables,” 24 ed. , Holt, Rinehart & Winston, 
Тас, , Austin, Tx, 1976. 

Rubenfeld, L. A.: “A First Course in Applied Complex Variables,” John Wiley & Sons, 
Inc. , New York, 1985. l 

Saff, E. B., and A. D. Snider: “Fundamentals of Complex Analysis,” 3d ed. , Prentice- 
Hall PTR, Paramus, NJ, 2001. | 

Silverman, В. A.: “Complex Analysis with Applications,” Dover Publications, Inc. » Min- 
eola, NY, 1984. | 

Springer, С.: “Introduction to Riemann Surfaces,” 2d ed. , American Mathematical Society, 
Providence, RI, 1981. eoo 

Taylor, А. E., and W. R. Mann: “ Advanced Calculus,” 3d ed. , John Wiley & Sons, 
Inc., New York, 1983. | 

Thron, W. ].: “Introduction to the Theory of Functions of a Complex Variable,” John Wi- 
ley & Sons, Inc., New York, 1953. 


RETA 331 


Titchmarsh, Е. C.: “Theory of Functions,” 24 ed., Oxford University Press, Inc., New 
York, 1976. 

Volkovyskii, L. I., С. L. Lunts, and I. С. Aramanovich: “A Collection of Problems оп 
Complex Analysis,” Dover Publigations, Inc. , Mineola, NY, 1992. 

Whittaker, Е. T., апа С. М. Waston: “A Course of Modern Analysis,” 4th ed. , Cam- 
bridge University Press, New York, 1996. 


应 用 


Bowman, F.: “Introduction to Elliptic Functions, with Applications,” English Universities 
Press, London, 1953. | 

Brown, С. H., С. М. Hoyler, апа В. А. Bierwirth; “Theory and Application of Radio- 
Frequency Heating,” D. Van Nostrand Company, Inc., New York, 1947. 

Brown, J. W., and В. У. Churchill; “Fourier Series and Boundary Value Problems,” 6th 
ed. , McGraw-Hill Higher Education, Burr Ridge, IL, 2001. 

Churchill В. V.: “Operational Mathematics,” 34 ed, McGraw-Hill Higher Education, Burr 
Ridge, IL, 1972. 

Dettman, J. W.: “Applied Complex Variables,” Dover Publications, Inc., Mineola, NY, 
1984. 

Fourier, J.: “The Analytical Theory of Heat,” translated by A. Freeman, Dover Publica- 
tions, Inc., New York, 1955, 

Hayt, W. H., Jr. andJ. A. Buck: “Engineering Electromagnetics,” 6th ed., McGraw- 
Hill Higher Education, Burr Ridge, IL, 2000. 

Henrici, Р.; “Applied and Computational Complex Analysis,” Vols. 1, 2, and 3, John 
Wiley & Sons, Inc. , 1988, 1991, and 1993. 

Jeffrey, A. : “Complex Analysis and Applications,” CRC Press, Boca Raton, FL, 1992. 

Kober, H.: “Dictionary of Conformal Representations,” Dover Publications, Inc., New 
York, 1952. | 

Lebedev, №. N.: “Special Functions and Their Applications,” rev. ed., translated by R. 
Silverman, Dover Publications, Inc. , Mineola, NY, 1972. 

Love, А. E.: “Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity,” 4th ed. , Dover Publica- 
tions, Inc. , Mineola, NY, 1944. 

Milne-Thomson, L. M. : “Theoretical Hydrodynamics,” 5th ed. , Dover Publications, Inc. ， 
Mineola, NY, 1996. 

Oppenheim, А. V., В. W. Schafer, and J. В. Buck: “Discrete-Time Signal Processing,” 
2d ed. , Prentice-Hall PTR, Paramus, NJ, 1999. 

Sokolnikoff, I. 5. : “Mathematical Theory of Elasticity,” 24 ed. , Krieger Publishing Com- 


332 WR A 


pany, Melbourne, FL, 1983. 
Streeter, У. L., Е. В. Wylie, апа К. W. Bedford: “Fluid Mechanics,” 9th ed. , McGraw- 
Hill Higher Education, Burr Ridge, IL, 1997. 
Timoshenko, S. P., and J. М. Goodier; . “Theory of Elasticity,” 3d ed. , The McGraw- 
Hill Companies, New York, 1970. | 
Wen, С. -С.: “Conformal Mappings and Boundary Value Problems,” Translations of Math- 
439 ematical Monographs, Vol. 106, American Mathematical Society, Providence, RI, 1992. 


WRB 区 域 映射 图 清单 〈 见 第 8 章 ) 


图 1 wsz 


图 2 w=2’ 


\ 图 3 w= 2 
A’B HREM DR о? = —4с* (и с’) 


334 


图 5 w=1/z 


图 6 w=expz 


x F’ EDICB’ A’ и 


附录 В 


区 域 映 射 图 清单 335 


图 11 w= sinz; BCD 在 直线 y==b (b>0) 
Inn’ и? СА = 443 
ae ТЫ и". 


336 


ARB 


一 

j | 

ae | i 
2 g } 


444 mi ъ= 22 тат Е де БВ] 1 -1) T= 


1 s чет ke a 


p= eet VO) Оа пето (a>1 Al R>1 4-1<2n<n<l) 
2 


+ 


f жа. ғала Aa Ca — 1) 
图 15 w= ae A Zi 十 zz я 


Е, = ОЧЕ у =e ЕО („аа Нов <1 Щ1< <) 
217-22 


区 域 映射 图 清单 337 


图 16 wet 
< 


Е 18 ‘w=2t—; ВС 在 椭圆 一 一 一 十 1 


Е G16) 445 


М a Ll ee nth. 
图 19 w Log 1} = coth | 


338 附录 B 


图 Tl 
图 20 w Log т; 


am 2+1 
图 21 w=Log 二 


446 ; 圆 中 心 在 z=cothe,, 24 eschc, (n=1, 2) 


图 22 w=hin +n? Се rin КОБЕ ХЕЧ A Cl 


Fa ioe | 


区 域 映射 图 清单 | 339 


в СО ЕЖ 


(z 十 1)122 一 1 
СЕОУ 


27 w=2 (=+1)'° +108 


340 


DIE 


图 30 w= cosh! (ZA = озн 


Фар ичра 


© №115 PHY 3. 


ЕЕ. — 
СА } 


附录 B 


索 


5| 


索引 中 标注 的 页 码 为 英文 原 书页 码 ， 与 书 中 边栏 的 页 码 一 致 。 


A 


Absolute convergence (2 ШК), 179, 201-202 
Absolute value (2 18), 8-9 
Accumulation point (RA), 31 
Aerodynamics (254 JÆ), 379 
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derivatives of (解析 函数 的 导数 )，158-162 
products of (解析 函数 的 积 )，71 
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Conjugate: (4%) 
complex (#9 #0), 11 
harmonic (#0), 77, 351-353 
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Deformation of paths, principle of (路 径 的 变形 ， 路 
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Deleted neighborhood (去 心 邻 域 ) 30 
De Moivre's formula (De Moivre 公式 )，20 
Derivative (=), 54-57 

directional (77 Ja) #0), 71, 356-357 

existence of (导数 的 存在 性 ) 60-67 
Differentiable arc (TAMER), 119 
Differentiable function (Пу р), 54 
Differentiation formulas (微分 公式 )， 57-59 
Diffusion (#0), 363 
Directional derivative (Ff) FM), 71, 356-357 
Dirichlet problem ( 狄 利克 雷 问 题 )，353 

for disk (AAV Al Fz BAR), 419-423 
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429-431, 432 
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问题 ) 424 
for semicircular region (半圆 区 域 的 狄 利 克 雷 问 
题 ) 423 
for semi-infinite strip 〈 半 无 限 带 状 区 域 的 狄 利克 雷 
问题 ) 366-367 
Disk, punctured 〈 去 心 圆 盘 )，30，192，217，223 
Division of power series (Ж ВЕ), 217-218 
Domain ($) 〈 区 域 )，30 
of definition of function (XH MK), 33 
intersection of (区 域 的 交集 )，81 
multiply connected (多 连通 区 域 ;，149-151 
simply connected ( 单 连通 区 域 )，149-150，352 
union of (区 域 的 并 集 )，82 
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Electrostatic potential (电势 )，373-374 
in cylinder ( 柱 面 电势 )，374-376 
in half space 〈 半 平面 的 电势 )，376-377 
between planes (平面 之 间 的 电势 )，377 
between plates (金属 板 之 间 的 电势 )，390，411 
Elements of function (HARR), 82 
Elliptic integral (MARA), 398 
Entire function 〈 整 函数 ) 70, 165-166 
Equipotentials (444/29), 373, 381 
Essential singular point (Ж ў), 232 
behavior near (本 性 奇 点 附近 的 性 质 ) 232, 249- 
250 
Euler numbers 〈 欧 拉 数 )，220 
Euler’s formula 〈 欧 拉 公 式 )，16 
Even function ЧИЖ), 116, 252-253 
Expansion (#9), 299, 346 
Exponential form of complex numbers 〈 复 数 的 指数 形 
式 )，15-17 
Exponential function (指数 函数 ) 87-89, 99 
inverse of (指数 函数 的 反 函 数 )，349-350 
mapping by〔 指 数 函 数 的 映射 )，40-42 
Extended complex plane (扩张 复 平面 )，48，302， 
308 
Exterior point 《外 点 )，30 
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Field intensity (Я), 373 


Fixed point (不 动 点 ) 312 

Fluid (流体 ) 
circulation of (流体 的 环流 )，379 
incompressible (流体 的 不 可 压缩 );，380 
pressure of (流体 的 压力 )，380 
rotation of (流体 的 旋转 ) 380 
velocity of 《流体 的 速度 )，379 

Fluid flow (流体 流动 》 
around airfoil (RA MHRA), 390 
in angular region (角形 区 域内 的 流体 流动 )，387 
іп channel (通道 内 的 流体 流动 )，406-411 
circulation of (流体 流动 的 环流 )，379 
complex potential of (流体 流动 的 复 势 )，382 
around corner 〈 沿 拐 和 的 流体 流动 ) 383-385 
around cylinder ( 沿 柱 面 的 流体 流动 )，385-386 
irrotational (不 旋转 的 流体 流动 );，380 
around plate ( 沿 板 的 流体 流动 );，388 
in quadrant (象限 内 的 流体 流动 )，384-385 
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动 )，387 
over step《 阶 路 性 的 流体 流动 );，414-415 

Flux of heat (热流 )，361 

Flux lines 〈 流 线 )，374 

Formula (公式 ) 
binomial (二 项 式 公式 ),， 7 
Cauchy integral ( 柯 西 积分 公式 )，157-158 
de Moivre’s (de Moivre 公式 )，20 
Euler's 〈 欧 拉 公 式 )，16 
Poisson integral 〈 泊 松 积分 公式 )，417-435 
quadratic 〈 二 次 公式 )，29 
Schwarz integral ( 施 瓦 效 积分 公式 )， 427-429 
(Seealso specific formulas, forexample; Differ- 
entiation formulas) (HBS@RRAR, BM. 微 
分 公式 ) у 

Fourier, Joseph, 361п 

Fourier integral ( 传 里 叶 积 分 ) 260, 2697. 

Fourier series (EM 0), 200 

Fourier’s law (НН), 361 

Fresnel integrals (Fresnel #173), 266 

Function (s) (Ж) 
analytic (See Analytic function) (解析 函数 (22 
Analytic function) ) 
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antiderivative of 〈 函 数 的 原 函 数 ) 113, 135-138 
Bessel (Д Ж/Е), 200n. 

beta (beta MAX), 277, 398 

bounded (A MRO). 53, 248 

branch of (S Z RRO), 93 

principal СР #7 EAS). 93, 98, 325 
composition of (RAHA), 51, 58, 71 
continuous (р), 51 

derivatives of 《函数 的 导数 )，54-57 
differentiable (Pf i4 раж), 54 

domain of definition of (函数 的 定义 域 )，33 
elements of (HAR), 82 | 

entire (РАК), 70, 165-166 

even 〈 偶 函数 ) 116, 252-253 


exponential (See. Exponential function) (指数 函数 


(参考 190800) 

gamma (gamma W), 273 

harmonic (See Harmonic function) (调和 函数 (2 
考 WAAR) 

holomorphic (428 6%), 70n. 

hyperbolic (See Hyperbolic functions) 〈 双 曲线 函 
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impulse (脉冲 函数 ) 425-426 

inverse (ИЖ BR, 308 

limit of 《函数 极限 )，43-48 
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48-51 

local inverse of (#00 Я BHO. 348 
logarithmic (See Logarithmic function) (对 数 函 数 
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meromorphic (Ӯ є В), 281-282 
multiple-valued (EKA), 35, 335 

odd (4 BRO), 116 

piecewise continuous (BLE 0), 113, 122 
principal part of 《函数 的 主要 部 分 )，231 

range of (MAHAR), 36 

rational СЖЗ Ж), 34, 253 

real-valued (HÉR), 34, 111, 113, 120, 131 
regular 〈 正 则 函数 ) 70и. 

stream (ЖЖ, 381-383 

trigonometric (See Trigonometric functions) (= ff 


函数 (参考 ЕЯ ЖФ) 


value of (PAA), 33 
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Fundamental theorem (基本 定理 》 
of algebra (代数 基本 定理 )，166 
of calculus ( 微 积分 基本 定理 )，113，135 


G 


Gamma function (Gamma RAK) ，273 

Gauss’s mean value theorem (高 斯 中 值 定理 )，168 
Geometric series 《几何 级 数 )，187 

Goursat, Е. , 144 

Gradient (#6 RE), 71-72, 356-357, 360 

Green’s theorem (ЖЖ), 143, 379 


H 


Harmonic function 〈 调 和 函数 ) 75-78, 381 
conjugate of (AI RAF), 77, 351-353 
maximum and minimum values of (调和 函数 的 最 
大 值 和 最 小 值 ) 171-172, 373 
in quadrant (象限 内 的 调和 函数 )，435 
in semicircular region (半圆 区 域内 的 调和 函数 )， 
423-424，436 
transformations of (调和 函数 的 映射 ) 353-355 

Holomorphic function 〈 全 纯 函 数 ) 70n. 

Hydrodynamics (流体 动力 学 ) 379 

Hyperbolic functions (ХХ #0), 105-106 
inverses of OM th pH Sr Б РАЎ), 109-110 
zeros of (OLA BRN SA), 106 


I 


Image of point ( 像 点 ) 36 

inverse (SRR), 36 
Imaginary axis (ЊН), 1 
Improper real integrals 〈 实 广义 积分 )，251-275 
Impulse function (ЖЖ), 425-426 
Incompressible fluid 〈 流 体 的 不 可 压缩 )，380 
Independence of path СУ 0200), 127, 135 
Indented paths (不 规则 路 径 ) 267-270 
Inequality (AFR) 

Cauchy’s 〈 柯 西 不 等 式 )，165 

Jordan's〈 若 尔 当 不 等 式 )，262 


索 Я 


triangle (= ЖА), 10, 14 
Infinity 〈 无 穷 远 ) 

point at 〈 无 穷 远 点 ) 48-49 

residues at (AWWA BRM), 228 
Integral (s) 〈 积 分 ) 

Bromwich (Bromwich 积分 ) 288 

Cauchy principal value of ( 柯 西 主 值 积分 )，251- 

253 

contour (ЖЯ), 122-124 

definite (AA), 113-116, 278-280 

elliptic (#27), 398 

Fourier (WE HERA), 260, 269м. 

Fresnel (Fresnel 积分 ) 266 

improper real ( 实 广义 积分 )，251-275 

line 〈 线 积分 ) 122, 352 

modulus of (积分 的 模 )，114，130-133 
Integral transformation 〈 积 分 映射 ) 419 
Interior point (AAR), 30 
Intersection of domains (区 域 的 交集 )，81 
Inverse (№2) 

function (5 #0), 308 

image of point 〈 原 象 ) 36 

Laplace transform Gi fete BRS), 288-291 

local (局 部 逆 元 )，348 

point (RA), 302, 417 

z-transform (2-0 89|), 199 
Inversion (F), 302 
Irrotational flow 〈 无 旋转 的 流动 )，380 
Isogonal mapping (ARI, 345 
Isolated singular point (MFA), 221 
Isolated zeros (MILE A), 240 
Isotherms 〈 等 温 线 ) 363 


J 


Jacobian CRERT HE), 348 

Jordan, С (4/4), 117 

Jordan curve 〈 若 尔 当 曲线 )，117 

Jordan curve theorem 〈 若 尔 当 曲线 定理 )，120 
Jordan’s inequality ¢ 若 尔 当 不 等 式 )，262 
Jordan's lemma ( 若 尔 当 引 理 )，262-265 
Joukowski airfoil ( 茹 可 夫 斯 基 翼 前 面 )，389 


345 


L 


Lagrange’s trigonometric identity 〈 拉 格 朗 日 恒等式 )， 
22 
Laplace transform (〈 拉 普 拉 斯 变换 ) 288 
inverse (ИЕН), 288-291 
Laplace’s equation (УМ МУЖ), 75, 79, 362- 
363, 381 
Laurent series (X ВЯ #1), 190-195 
Laurent’s theorem (Е), 190 
Legendre polynomials (# ik W 2 m A), 116т., 
164n, 
Level curves (КЭ 26), 79-80 
Limit (s) (极限 ) 
of function (ЖЖ), 43-46 
involving point at infinity 〈 无 穷 远 点 的 极限 )，48- 
51 
of sequence 〈 序 列 的 极限 )，175 
theorems on (极限 定理 )，46-48 
Line integral ( 线 积分 )，122，352 
Linear combination (А), 74 
Linear fractional transformation (线性 分 式 映射 )， 
307-311 
Linear transformation (线性 映射 )，299-301 
Lines of flow (Я), 363 
Liouville’s theorem 〈 刘 维尔 定理 ) 165-166 
Local inverse (局 部 逆 )，348 
Logarithmic function 《对 数 函 数 )，90-96 
branch of (对 数 函数 的 分 支 ) 93 
mapping by 〈 对 数 函 数 的 映射 )，316，318 
principal branch of (对 数 函 数 的 主 值 支 )，93 
principal value of (对 数 函 数 的 主 值 )，92 
Riemann surface for ( 歼 曼 曲面 的 对 数 防 数 )，335- 
337 


M 


Maclaurin series (麦克 劳 林 级 数 )，183 

Mapping (BRAT), 36 
conformal (See Comformal transformation) ARE 
Bt (Be 保 形 映射 )) 
by exponential function (指数 函数 的 映射 )，40-42 
isogonal (#88), 345 


346 


by logarithmic function (对 数 函 数 的 上 映射);，316， 
318 
one to one (See One to one mapping) 
(参考 一 一 映射 )) 
of real axis onto polygon (8 3 # A £ h М НВА 
$t), 391-393 
by trigonometric functions 〈 三 角 函 数 的 映射)， 
318-322 
(Зее also Transformation) (参考 上 映射》 
Maximum and minimum values 〈 最 大 最 小 值 )，130， 
167-171，373 
Maximum modulus principle 〈 最 大 模 原 理 ) 169 
Meromorphic function (ЯРО), 281-282 
Modulus ( 模 ) 8-11 
of integral (积分 的 模 ) 114, 130-133 
Morera, Е. (RH), 162 
Morera’s theorem С ЇЕ HE), 162 
Multiple-valued function (4 {A HA), 35, 335 
Multiplication of power series (RAKARE), 215- 
217 
Multiply connected domain (多 连通 区 域 ) 149-151 


N 


(一 一 映射 


Neighborhood (44), 29-30 
deleted (去 心 邻 域 ) 30 
of point at infinity 〈 无 穷 远 点 的 邻 域 ) 49 
Nested intervals (区 间 套 )，156 
Nested squares (JÉ), 146, 156 · 
Neumann problem (С 1389), 353 
for disk (MAA ЫГ BR), 434 
for half plane 〈 半 平面 内 的 诺 伊 曙 问题) 435 
for region exterior to circle 〈 圆 外 区 域 的 庶 伊 曼 问 
Я), 434. 
for semicircular region (半圆 区 域内 的 诺 伊 曼 问 
题 )，436 
Number (#0 
complex (复数 ) 1 
winding 〈 卷 绕 数 )，281 


о 


Odd function ($ ARO, 116 
One to one mapping (—— 81), 37-40, 301, 308, 


315, 318-321, 325-326, 332, 336 
Open set (FÆ), 30 


P 


Partial sum of series (级 数 的 部 分 和 )，178 
Picard’s theorem (Picard 定理 )，232，249 
Piecewise continuous function (分 段 连续 函数 )，113， 
122 
Point at infinity (CAF IA), 48-49 
limits involving 〈 无 穷 远 点 的 极限 )，48-51 
neighborhood of (无穷 远 点 的 邻 域 ) 49 
Poisson integral formula 〈 泊 松 积分 公式 ) 417-435 
for disk ( 圆 盘 内 的 泊 松 积分 公式 ) 419 
for half plane《 半 平面 内 的 泊 松 积分 公式 )，429 
Poisson integral transform 〈 泊 松 积分 公式 )，419-420 
Poisson kernel ( 泊 松 核 )，419 
Poisson’s equation 〈 泊 松 方程 )，359 
Polar coordinates 〈 极 坐标 系 )，15，34，39，65-68 
Polar form 〈 极 坐标 形式 ) 
of Cauchy-Riemann equations 〈 柯 西 - 黎 曼 方 程 的 极 
坐标 形式 )，65-68 
of complex numbers (复数 的 极 坐 标 形式 )，15 
Pole (5) (ЖЖ) 
number of (极点 的 个 数 ) 247, 282 
order of (极点 的 级 数 )，231，234，239，242， 
246, 282 
residues at 〈 极 点 的 留 数 ) 234-235, 243 
simple 《简单 极点 )，231，243，267 
Polynomial (5) (LHA) 
Chebyshev ( 切 比 雪夫 多 项 式 )，22n. 
Legendre ( 勒 让 德 多 项 式 )，116n. ，164n. 
zeros of 《多项式 的 零点 ) 166, 172, 286-287 
Potential ( 势 ) 
complex 〈 复 势 )，382 
electrostatic (See Electrostatic potential) 
(参考 电势 ) ) | 
velocity (速度 势 )，381 
Power series (ERR), 180 
Cauchy product of (ЖЕ), 216 
convergence of (AERA AVM), 200-204 
differentiation of (等 级 数 的 微分 )，209 
division of (WAX H RRA), 217-218 


(电势 


Ф Я 


integration of (ЕН), 207 
multiplication of (FE BAI ЕЕ), 215-217 
uniqueness of С HW ME—tE), 210 
Powers of complex numbers (8 SHIRE), 20, 96-99 
Pressure of fluid (流体 的 压力 )，380 
Principal branch of function (MAM EMH), 93, 
98, 325 р | | 
Principal part of function (Ж EZR), 231 
Principal value: (4 (6) 
of argument (ЖЗ), 15 
Cauchy (W 9G 1A), 251-253 
of logarithm ORR) EA), 92 
of powers ОЕ 1E), 98 
Principle: (原理 ) 
argument 〈 幅 角 原 理 )，281-284 
of deformation of paths 〈 路 径 变形 原理 )，152 
maximum modulus 〈 最 大 模 原 理 )，167-171 
reflection 〈 反 射 原 理 ) 82-84 
Product, Cauchy (ИЗ), 216 
Punctured disk (去 心 圆 盘 ) 30, 192, 217, 223 
Pure imaginary number 〈 纯 虚数 )，1 


Q 
Quadratic formula (二 次 )，29 
R 


Radio-frequency heating (#84), 259 

Range of function (AER), 36 

Rational function ОНЯ #0), 34, 253 

Real axis (ЭС), 1 

Real-valued function (9 (Я ЖЖ), 34, 111, 113, 

120, 131 

Rectangular coordinates (Ё Я АЖ) 
Cauchy-Riemann equations іп (直角 坐标 系 内 的 柯 
西 - 黎 曼 方程 )，62 
complex number in (直角 坐标 系 内 的 复数 )，8 

Reflection (反射 ) 11, 36, 82, 302 

Reflection principle 〈 反 射 原理 ) 82-84 

Regions in complex Plane〈 复 平面 内 的 区 域 )，29-31 

Regular function (iE) HBO. 70n. 

Remainder of series 〈 级 数 的 余 项 ) 179-180 

Removable singular point 〈 可 去 奇 点 ) 232, 248 


347 


Residue theorems 〈 留 数 定理 ) 225, 228 
Residues 〈 留 数 ) 221-225 
applications of 〈 留 数 的 应 用 ) 251-295 
at infinity 〈 留 数 在 无 穷 远 点 ) 228n. 
at poles 〈 留 数 在 极点 )，234-235，243 
Resonance 〈 共 振 )，298 
Riemann, С. Е. В. (8%), 62 
Riemann sphere (BBR), 49 
Riemann surfaces (2 & |Ң fff), 335-340 
Riemann’s theorem (9% EM), 248 
Roots of complex numbers (复数 的 根 )，22-24，96 
Rotation (№), 36, 299-301 
angle of 〈 旋 转角 ) 344 
of fluid (流体 的 旋转 )，380 
Rouché’s theorem (ВЕ), 284, 287 


S 


Scale factor 〈 比 例 因子 ) 346 
Schwarz, Н. А. ОБЕ), 395 
Schwarz-Christoffel transformation (№ И, 24 — 7 Œ Hi 
托 费 映射 ) 391-413 
onto degenerate polygon GEME SWE LKKA- 
克 里 斯 托 费 映 射 ) 401-403 
onto rectangle 〈 和 矩形 区 域 上 的 施 瓦 效 - 克 里 斯 托 费 
Beat), 400-401 
onto triangle 〈 三 角形 区 域 上 的 施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 费 
BRAT), 397-399 | 
Schwarz integral formula ( 施 瓦 效 积分 公式 )，427- 
429 
Schwarz integral transform 〈 施 瓦 兹 积分 映射 ) 429 
Separation of variables, method of (分 离 变量 法 )， 
367, 378 
Sequence (FF), 175-177 
limit of 〈 序 列 的 极限 )，175 
Series (级 数 )，175-220 
Fourier (АННО, 200 
geometric СЛ. Ж), 187 
Laurent 〈 洛 朗 级 数 ) 190-195 
Maclaurin (麦克 劳 林 级 数 )，183 
partial sum of (级 数 的 部 分 和 )，178 
(ERR (参考 FR 


power (See Power series) 


数 )) 


348 


索 Я 


remainder of 〈 级 数 的 余 项 )，179-180 
sum of (级 数 的 和 )，178 
Taylor (泰勒 级 数 ) 182-185 
(See also Convergence of series) (参考 RBH UAH 
Simple arc ( MARME), 117 
Simple closed contour ( faj № AJ В iH). 120, 142, 
151 
positively oriented 〈 正 定向 的 简单 闭 围 道 )，142 
Simple closed curve 〈 简 单 闭 曲线 )，117 
Simple pole (简单 极点 )，231,. 243, 267 
Simply connected domain (4 # i K R), 149-150, 
352 
Singular point (#74), 70 
essential (AEA A), 232, 249-250 
isolated (MFA), 221 
removable (可 去 奇 点 ) 232, 248 
(See also Branch point; Pole) (参考 支点 ; М 
点 ) 
Sink (W), 407, 408 
Smooth are (ЖД), 120 
Source (М), 407, 408 
Stagnation point (停滞 点 )，408 
Stereographic projection (REHE), 49 
Stream function 〈 流 函数 )，381-383 
Streamlines 〈 流 线 )，381 
Successive transformations (逐次 上 映射 )，300，307， 
315-318，322-324，333-334 
Sum of series (RAWAM), 178 


T 


Table of transformations (№872), 441-449 

Taylor series (Ж MARR, 182-185 

Taylor’s theorem (泰勒 定理 )，182 

Temperatures, steady (稳定 温度 ) 361-363 
in cylindrical wedge 〈 柱 形 攀 的 稳定 温度 )，370- 
371 | 
in half plane《〈 半 平面 内 的 稳定 温度 ) 363-365 
in infinite strip (无 穷 带 形 区 域内 的 稳定 温度 )， 
364, 372-373 
in quadrant (象限 内 的 稳定 温度 ) 368-370 
in semicircular plate 〈 半 圆 盘 区 域内 的 稳定 温度 )， 
372 


in semi-elliptical plate 〈 半 椭圆 形 区 域内 的 稳定 温 
№), 373 


in semi-infinite strip 〈 半 无 穷 带 形 区 域内 的 稳定 温 
RE), 365-367 
Thermal conductivity (AE), 361 
Transform (有 映射， 变换 ) 
Laplace 〈 拉 普 拉 斯 变换 ) 288 
inverse 〈 逆 变换 )，288-291 
Poisson integral ( 泊 松 积分 映射 ) ，419-420 
Schwarz integral ( 施 瓦 兹 积分 映射 )，429 
z-transform (z- 映 射 )，199 
Transformation (s) (映射 ) 
bilinear( 双 线性 映射 )，307 
of boundary conditions (0 F Ж (Е В ak $f), 355- 
358 
conformal (ВВ), 343-350 
critical point of (АМ), 345 
of harmonic functions (调和 函数 的 映射 )，353-355 
integral 《积分 映射 )，419 
linear (线性 映射 )，299-301 
linear fractional (线性 分 式 映 射 )，307-311 
Schwarz-Christoffel ( 施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 费 映射 )， 
391-413 
successive 《逐次 映射 )，300，307，315-318，322- 
324, 333-334 
table of 《映射 表 )，441-449 
(See also Mapping) (参考 映射 ) 
Translation ОЁ), 35, 300 
Triangle inequality 〈 三 角 不 等 式 )，10，14 
Trigonometric functions (= fj В), 100-103 
identities for (=f РА Н а), 101-102 
inverses of (=f BAH D BFR, 108-109 
mapping by (= 74 BAA PRAT), 318-322 
zeros of (三 角 函 数 的 零点 )，102 
Two -dimensional fluid flow (二 维 流 体 流动 )，379- 
381 


U 


Unbounded set (无 界 集 )，31 

Uniform convergence (— UM), 202 
Union of domains (区 域 的 并 )，82 
Unity, roots of 〈 单 位 根 )，25-26 


Ф 8] 349 


Unstable component (不 稳定 分 支 ) 298 


W 
У op 
Winding number (环绕 数 ) 281 

Value, absolute 〈 绝 对 值 ) 8-9 

of function (РЕЖ 26 В), 33 . Z 
Vector field (fa BH), 43 | Zeros of functions ( 函数 零点 ) 102, 166 
Vectors (Ш), 8-9 isolated (函数 零点 的 孤立 性 )，240 
Velocity of fluid (流体 速度 )，379 number of (函数 零点 的 个 数 )，282，284-288 
Velocity potential ( 速度 位 势 )，381 _ order of (函数 零点 的 级 数 )，239，242 


Viscosity (粘性 )，380 z-transform (=), 199 
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